Problema 160 Propuesto por José Luis Diaz Barrero, Barcelespana.
SeaF, el n-ésimonumero de Fibonacgcdefinido por

F,=0,F=1F =F _,+F,_, OnONn[ 2,+x)
Demuéstrese la desigualdad,

I:2(Fn+2 +2Fn+1) + I:n2+1(|:n+ 2+ Fn)

2(F2+F2,)+3F F,.F <t

n n+l’ nt+2
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A fin de facilitar el seguimiento del desarroll@mbtemos

= I:n2(|:n+2+2|:n+1)+ I:n2+1(|:n+ 2+ Fn)
R = 2(Fi+F2,)+3FF,F '

n n+l’ nt+2

Por la relacion de recurrencia que definsuaesion de Fibonagci

F.,=F,. +F,OnONN[2,+),
y sustituyendo ef(n) el términoF, .+, porF,+1+F,, se tiene:

I:nz ({ I:n+1+ Fn} +2Fn+1)+ F§+1({Fn+l+ Fr} + Fn)
2(F2+F2)+3F . {F..+F}

n+1 n n+l

F(n) =

Realizando las operaciones indicadas, reduciendalgnando términos, se llega a la
expresion,
3 2 2 3
F +3F°F,,,t2F F . +F..,

n' ntl

2F++3F°F  +F F2 + X3

n n+l

F(n) =

cuyo numerador y denominador nos recuerdan el mdisatiel cubo de un binomiden
efecto, agrupando términos,

F+F..) -FF2
(F.*Fous)

n" n+l

(Fn + Fn+l)3 + Fr? + 2F:’+1 ’

F(n) =

guedando probada la desiguald&jn) <1, como trivialmente se comprueba, ya que
losniumeros de Fibonacsie definen estrictamente positivos paraO.
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Notese qué-(n) también se puede expresar en la forma

F,F?

l_ n' n+l

F (Fn + I:n+l)3
= <
(" F3+2F°
1+

n+1
3
(Fn + I:n+l)
resultando aun mas evidente la desigualdad, pgestse verifican las desigualdades

F.F? F2+2F2
>0

n’ n+l n+1

0
(F+r )  (FrF)

ya que, a lo sumds, = 0, siendo, por definiciof,,, >0, InUN.
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Aunque no se pide, estudiemosclanvergencia de la sucesié|(1F(n)) .- Atal fin,

0
n=

escribamos el término general de ésta en la forma

(F../F)
(1+F./F)
1+ I 2( F“+1/Fn)3

(1+ I:n+1/Fn)3

F(n) =

n+1

F
Definiendo, ®(n) = =

n

, el término general es

_ )
E () = [1+oM)]
RN Ty -0}
[1+ M)’
Asi pues,
[Iimdb(n)T
L ()N (VB S ;
lim F(n) =lim [ro@] _ cefrrom)] 1+imo(n) |
o e J1H20°0) L 1200 () 1+2X|[r2[¢(n)]3'

3 o 3 1+ s
[+ e ) [+ ) [1+ lim CD(n)}

X 00
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Ahora bien, entre la pléyade de interesantes plades de Isucesion de Fibonagci
destaca la del famoso limite que establece unareswpnte vinculacion entre el
cociente de dos términos consecutivos dritesion de Fibonacgielnimero aurep

' e . +
lim ®(r) = (nGmero aureo), donde = - 2\/5_5
Esta relacion asintotica fue probada por Barr yo8kihg en The Field (14 de diciembre de 1912).
Por tanto,
2
l_(lJchqa)S L+ D) - P2
lim F(n) = - = _ i
X 1+ 1+ 2P 1+ D)’ +20°+1
1+ )

Sustituyendab por su valor y simplificando, se llega facilmeatesiguiente resultado:

lim F(n) :ﬁ
X 4
FOR
XX
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