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Problemas para los más jóvenes (34) 
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(Ronda de distrito). 
Problemas de nivel medio y de Olimpiadas (34) 
Problemas propuestos: presentamos 5 problemas de la Olimpiada de 
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Soluciones a los problemas de nivel medio y de Olimpiadas del vol. 
33 : Jesús Álvarez Lobo ha enviado soluciones a los problemas 33.2, 
33.4 y 33.5 
Daniel Lasaosa Medarde ha enviado soluciones a todos los problemas 
de nivel medio y de Olimpiadas del vol. 33. Presentamos sus 
soluciones. 
Problemas propuestos:  
Problemas (34) 



Observación previa del editor 
Problemas resueltos: 
Problema 160. Presentamos una solución y generalización de Jesús 
Álvarez Lobo, Oviedo, España. 
Problema 161. (Ver la observación previa del editor). Hasta la fecha 
solamente se ha recibido la solución del proponente, por lo que 
posponemos la publicación de la solución a este problema un cierto 
tiempo, a la espera de otras soluciones. 
Problema 162. Recibidas soluciones de Raúl A. Simón Eléxpuru, 
Santiago, Chile; Daniel Lasaosa Medarde, Pamplona, España; y el 
proponente. Presentamos la solución de Lasaosa. 
Problema 163. Recibidas soluciones con correcciones al enunciado 
de Jesús Álvarez Lobo, Oviedo, España; Daniel Lasaosa Medarde, 
Pamplona, España; y Bruno Salgueiro Fanego, Vivero, España. 
Presentamos la solución de Lasaosa. Se han recibido, además, dos 
soluciones incorrectas. 
Problema 164. El problema sigue abierto. Se han recibido 
soluciones parciales, por lo que animamos a los lectores a que 
continúen buscando soluciones. 
Problema 165.  
Nota del editor 
El Prof. Hidetosi Fukagawa me sugirió que incluyera uno de los 
problemas de su libro Sacred Geometry (v. comentario en REOIM, 
vol.33), a fin de que los lectores encontrasen soluciones más simples 
que la tradicional japonesa. El enunciado del problema 165, 
redactado por el editor, es un caso más general de aquél, que ha 
resultado mucho más difícil y cuyo análisis no parece estar 
terminado, al menos en opinión del que suscribe. El problema se 
considera abierto.  
Problemas propuestos 166-170 
Comentario de libros y páginas web (34) 
250 enlaces a páginas de Matemáticas 
Un amable colega rumano ha hecho llegar al editor un documento en 
pdf en el que se incluyen 250 enlaces a páginas web de matemáticas 
y concursos de problemas. Aunque algunos de ellos ya no están 
activos, publicamos aquí este documento, con la esperanza de que 
resulte útil a los lectores de la REOIM. 
Divertimentos matemáticos (34) 
Otras dos biografías breves de matemáticos iberoamericanos: 
Emiliano Aparicio Bernardo (España + Rusia) y Enzo R. Gentile 
(Argentina). 
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LA COLUMNA DE ANDY LIU (1) 

Es un verdadero privilegio para la REOIM contar entre sus colaboradores con el Profesor 
Andy Liu, conocido y amigo del editor desde hace muchos años, y figura internacional en el 
campo de la resolución de problemas y de las competiciones matemáticas. Los problemas de 
su columna aparecerán propuestos, posponiendo sus soluciones hasta que, o bien los 
lectores las envíen, o se incluyan las de Andy en algún número posterior. En este número 34 
de la REOIM iniciamos la columna de Andy Liu con su primera colaboración. 

Aventuras en el Monte Olimpo 

Intensidad de queja 

Pierre de la Fontaine vino de su Canadá natal a estudiar el codiciado 
Certificado Griego de Esclarecimiento, a la sombra del mítico Monte Olimpo. 
Durante su estancia en Grecia, quiso empaparse de la cultura local. Como 
no era muy bueno en el aspecto físico, fue al Balneario-Spa del Monte 
Olimpo para ponerse en forma. Estaba decidido a ir todos los días hasta que 
resultase lesionado, lo que ocurriría, como muy tarde, el día 361 del año. 
En ese caso, dejaría de ir el resto del año. 

La diosa menor Hygeia regentaba el Balneario. Ofreció a Pierre dos 
posibilidades. En el Plan A, Pierre debería pagar una tarifa, válida para un 
año, de 380 dracmas. En el Plan B, pagaría una tarifa diaria de 20 dracmas. 

Pierre decidió optar por el plan A, pero los Dioses estaban en su contra. 
Resultó lesionado el primer día. Si hubiera elegido el Plan B, sólo habría 
gastado 20 dracmas. Dividió lo que había gastado en realidad por lo que 
hubiera gastado en el otro plan, y decidió llamar al cociente su Intensidad 
de queja. Ese valor era 380/20 = 19. Comunicó su queja a los Dioses con 
su intensidad calculada, pero sin ningún efecto. 

Al año siguiente, se cambió al Plan B, y esta vez permaneció sin lesionarse 
hasta el día 361º. Su gasto total fue de 7220 dracmas, en lugar de las 380 
que se hubiera gastado en el Plan A. De nuevo, su intensidad de queja fue 
7220/380 = 19. Los Dioses se cansaron de sus quejas de alta intensidad, y 
le dieron un ultimátum. Si en sus quejas futuras, la intensidad era mayor o 
igual que 2, resultaría fulminado por el rayo de Zeus. Sabiendo ya cómo 
cualquiera de los Planes acabarían fulminándole, Pierre decidió, cuando 
volvió al Balneario – Spa el tercer año, pagar la tarifa B por un cierto 
número de días, y luego la tarifa A por el resto del año.  

¿Podrá Pierre evitar los efectos del rayo de Zeus, de esta forma, y durante 
cuántos días tendría que pagar la tarifa B? 

 

 



DEMOSTRACIONES TRIGONOMÉTRICAS DE LA EXISTENCIA
DE INFINITOS NÚMEROS PRIMOS

JOSÉ MANUEL RODRÍGUEZ CABALLERO

Estudiante de 3er año de lic. Matemática

Los entes precursores de las funciones trigonométricas se remontan al Antiguo
Egipto y Babilonia, y surgieron en un contexto puramente geométrico, como
respuesta a problemas astronómicos. En el siglo XVIII, gracias a los trabajos de
L. Euler, se comienzan a tratar a los conceptos trigonométricos de seno, coseno,
etc. como funciones propiamente dichas, e independientes de cualquier
consideración geométrica, a lo cual se debe que actualmente estén vinculados con
prácticamente todas las ramas de la Matemática.
En la Teoŕıa Anaĺıtica de los Números, y en particular, en el dif́ıcil campo de los
números primos, estas funciones, relacionadas con la exponencial por v́ıa de la
unidad imaginaria(i =

√
−1), fueron la clave para la demostración de I.

Vinográdov de la Conjetura Débil de Goldbach(todo número impar a partir de 5
es la suma de como máximo tres primos), para números naturales suficientemente
grandes.
En la presente nota vamos a exponer dos nuevas pruebas del conocido hecho de
que existen infinitos números primos, basadas en las funciones trigonométricas, y
en especial, en la propiedad de periodicidad de las mismas.

Teorema.(Euclides) Existen infinitos números primos.

� Demostración 1.(del autor) Sea P el conjunto de los números primos,
supongamos que es finito, y llamemos N al producto de sus elementos. Para cada
p ∈ P, sabemos que la función de variable real x −→ sen πx

p es 2p-periódica, luego,
es también 2N -periódica. Definimos la siguiente función de variable real:

f(x) :=
∏
p∈P

sen
πx

p

Como f es el producto de funciones 2N -periódicas, es también una función
2N -periódica. Notemos que para cada n ∈ Z, si |n| > 1, entonces f(n) = 0,
porque n tiene algún divisor primo. Consecuentemente f(1) = f(2N + 1) = 0,
luego, para algún p ∈ P concluimos que sen π

p = 0, lo cual es absurdo, puesto que
0 < π

p < π. Por lo tanto, existen infinitos números primos. �
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2 CABALLERO

Uno de los objetivos de demostrar por diferentes v́ıas un mismo resultado consiste
en ver la relación de este hecho con las demás partes de la Matemática. A
continuación mostraremos como a partir de las funciones enteras(nombre por el
que se conocen en Análisis Complejo a los ’polinomios’ de grado infinito) se puede
probar también que hay infinitos números primos, sin necesitadad de usar que
sen π

p 6= 0.

Definición. Sea n ∈ Z≥1, n = p1p2...pr en su factorización canónica, y en
particular r = 0 cuando n = 1. Definimos la función de Möebius
µ : Z≥1 −→ {−1, 0, 1} mediante µ(n) = (−1)r, si p1, p2, ..., pr son distintos dos a
dos(incluyendo el caso r = 0), y µ(n) = 0 de haber al menos dos iguales.

� Demostración 2.(del autor) Supongamos que hay sólo una cantidad finita de
números primos y sea N el producto de ellos. Para cada n ∈ Z≥1, la función de
variable compleja z −→ n

πz sen πz
n es entera, tiene todos sus ceros simples, y

precisamente son los elementos de nZ\ {0}. Definimos siguiente función de
variable compleja:

f(z) :=
N∏

n=1

( n

πz
sen

πz

n

)µ(n)

Aplicando el Principio de Inclusiones y Exclusiones al conjunto de los ceros de
cada z −→ n

πz sen πz
n en el producto anterior, obtenemos que f es entera, tiene

todos sus ceros simples, y precisamente son los números enteros no divisibles entre
ningún número primo, o sea {−1, 1}, luego, f(z) = (1− z2)eg(z), para alguna
función entera g, consecuentemente, tiene lugar la siguente identidad:

N∏
n=1

(
sen

πz

n

)µ(n)

=
πM

L
zM (1− z2)eg(z)

donde M :=
∑N

n=1 µ(n) y L :=
∏N

n=1 nµ(n).
Observemos que para cada n libre de cuadrados, la función de variable compleja
z −→ sen πz

n es 2N -periódica, y por lo tanto, es 2N -periódico el miembro
izquierdo de la igualdad anterior, no siéndolo su correrspondiente miembro
derecho(porque en caso contrario tendŕıa infinitos ceros). Por redution ad
adsurdum, concluimos que existen infinitos números primos. �

Facultad de Matemática y Ciencias de la Computación. Universidad de La Habana

E-mail address: joserodriguez@lab.matcom.uh.cu



Catorce problemas del Court

Francisco Javier Garćıa Capitán

11 de febrero de 2009

1. Introducción

Stephen Hawking fue avisado de que su libro Historia del Tiempo tendŕıa
la mitad de ventas por cada ecuación que incluyera en el libro. En relación con
los problemas de Geometŕıa, yo creo las soluciones más bellas son aquellas
que no usan ninguna ecuación o fórmula, o incluso que no necesitan letras
que nombren a los elementos que intervienen en la misma.

A este tipo de soluciones se presta el método anaĺıtico para resolver pro-
blemas geométricos. Hacemos razonamientos sobre la figura o solución que se
busca y de ella deducimos una construcción o forma de resolver el problema.
En muchos casos, no necesitamos efectuar prácticamente ningún cálculo para
escribir la solución.

Presentamos aqúı las soluciones de los problemas propuestos en la sección
“General Method of Solution of Construction Problems” del libro College

Geometry de Nathan Altshiller-Court.

De estos problemas presentaremos:

1. Un análisis, en el que estudiaremos la figura que se busca para deter-
minar en ella alguna propiedad que nos permita llegar a ella a partir
de los datos del problema.

2. Una construcción, que detalla los pasos a seguir para llegar a la solución.

3. Una discusión, que determina en qué casos el problema tiene solución
y cuántas soluciones tiene en cada caso.
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Aunque pueda parecer contradictorio, las soluciones de los problemas que
siguen están escritas no para ser léıdas, sino sólo por el placer de escribirlas.
Se recomienda al lector que, en cuanto le sea posible, deje de serlo, y pase de
leer las soluciones a escribir las suyas propias, y será en ese momento cuando
obtenga el máximo provecho y satisfacción.

Usaremos el siguiente código de colores en las figuras: en azul, los datos;
en negro, los cálculos intermedios; y en rojo, la solución.

2. Los problemas

1. Trazar una recta por un punto dado que forme ángulos iguales con los
lados de un ángulo dado.

2. Trazar, por un punto dado, una recta, de manera que dos rectas para-
lelas dadas determinen sobre ella un segmento de longitud dada.

3. Trazar dos cuerdas iguales por uno de los puntos de intersección de
dos circunferencias iguales, una en cada circunferencia, y formando un
ángulo dado.

4. Por un punto dado de una circunferencia trazar una cuerda cuya longi-
tud sea el doble que la distancia que la separa del centro de la circun-
ferencia.

5. Hallar un punto sobre la prolongación de un diámetro dado de una
circunferencia tal que las tangentes trazadas desde este punto sean
iguales al radio de la circunferencia.

6. Trazar, con centro en un punto dado, una circunferencia que biseque
a una circunferencia dada, es decir, tal que la cuerda común sea un
diámetro de la circunferencia dada.

7. Trazar una circunferencia por dos puntos dados de forma que la cuerda
común con una circunferencia dada sea paralela a una recta dada.

8. Construir un paralelogramo tal que tres de los puntos medios de sus
lados son tres puntos dados.

9. Hallar, sobre un cateto de un triángulo rectángulo, un punto equidis-
tante de la hipotenusa y del vértice del ángulo recto.
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10. Trazar, con centros dos puntos dados, dos circunferencias iguales tales
que una de sus tangentes comunes

a) pasen por un tercer punto dado.

b) sea tangente a una circunferencia dada.

11. Por un punto dado, trazar una recta que intercepte a dos circunferencias
iguales dadas en dos cuerdas iguales.

12. Dada una circunferencia situada entre dos rectas paralelas, trazarle una
tangente que intercepte a las dos rectas paralelas en un segmento de
longitud dada.

13. Construir un triángulo rectángulo dados la hipotenusa y la distancia
del punto medio de la hipotenusa a un cateto.

14. Construir un triángulo conociendo una altura y los circunradios (es
decir, los radios de las circunferencias circunscritas) a los dos triángulos
en que esta altura divide al triángulo buscado.
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3. Las soluciones

1. Trazar una recta por un punto dado que forme ángulos iguales con los
lados de un ángulo dado.

A

O

P

Q

Figura 1

Análisis: Sea, como en la Figura 1, A el punto dado. Si la recta busca-
da forma ángulos iguales con los lados del ángulo dado, el triángulo OPQ

formado por ambos será isósceles. Deducimos entonces que la recta buscada
debe ser perpendicular a la bisectriz interior del ángulo dado.

Construcción: Bastará trazar por A una perpendicular a la bisectriz
interior del ángulo dado.

Discusión: Para que el problema tenga solución es necesario que la per-
pendicular a la bisectriz interior por el punto A corte a los lados del ángulo.
En consecuencia, de los semiplanos determinados por la bisectriz exterior del
ángulo dado, el punto A deberá estar en aquél que contenga a los lados del
ángulo. Aśı, el problema no tendŕıa solución.

A

O

Figura 2
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2. Trazar, por un punto dado, una recta, de manera que dos rectas pa-
ralelas dadas determinen sobre ella un segmento de longitud dada.

A

P

P

Q

Q R

Figura 3

Análisis: En la Figura 3 tenemos el punto dado A, dos rectas paralelas
cuya distancia está dada por los puntos P y Q sobre ellas, y una longitud dada
a = PR > PQ. Observamos que la longitud del segmento interceptado por las
dos rectas paralela para una recta cualquiera que pase por A será invariable
si cambiamos esta recta por cualquier otra paralela a ella.

Construcción: Trazamos, con centro en cualquier punto de una de
las rectas paralelas dadas, una circunferencia con radio la longitud dada.
En general, esta circunferencia cortará a la otra recta paralela dada en dos
puntos, y estos puntos determinan con el centro dos segmentos de la longitud
dada. Ahora bastará trazar paralelas por el punto dado a estos segmentos
para obtener dos rectas que son las soluciones del problema.

Discusión: Las dos soluciones mencionadas se convierten en una sola si
la longitud dada es igual a la distancia que separa las dos rectas paralelas
dadas, y no habrá ninguna solución si la longitud dada es menor a la distancia
entre las dos rectas paralelas dadas.
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3. Trazar dos cuerdas iguales por uno de los puntos de intersección de
dos circunferencias iguales, una en cada circunferencia, y formando un ángulo
dado.

A C B

P

O M

N

Q

αααα

U

V

SR

Figura 4

Análisis: En la Figura 4 tenemos dos circunferencias iguales (A) y (B)
que se cortan en P y Q. Hemos construido las cuerdas PR y PS formando
el ángulo dado ∠RPS = α. Observamos que el ángulo inscrito QPW será la
mitad del ángulo central QBW , por lo que será suficiente construir un ángulo
QBW igual al dado.

Construcción: Dado el ángulo α = ∠MON (con OM = ON), traza-
mos una circunferencia con centro B y radio OM que corta al segmento BQ

en U . Ahora con centro en U trazamos un arco con radio MN que corta en
V a esa circunferencia con centro en B y radio OM . La intersección de la
recta OV con la circunferencia dada de centro B nos da el punto S sobre
ella. Si S es el punto simétrico de S respecto de la recta PQ tendremos que
∠RPS = 2∠QPS = ∠QBS = ∠UBV = ∠MON = α.

Discusión: La construcción será posible en todos los casos.
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4. Por un punto dado de una circunferencia trazar una cuerda cuya longi-
tud sea el doble que la distancia que la separa del centro de la circunferencia.

O

P

Q

M

Q'

Figura 5

Análisis: Sean P el punto dado sobre una circunferencia (O), PQ la
cuerda buscada, y M el punto medio de PQ. Tendremos 2PM = PQ =
2MO, por lo que PM = MO y el triángulo PMO es rectángulo e isósceles.
Entonces es ∠OPQ = 45◦, y por lo mismo, también es ∠OQP = 45◦. En
consecuencia, el ángulo QOP es recto.

Construcción: Unimos PO y trazamos por O la perpendicular a OP .
Esta perpendicular cortará a la circunferencia en el punto Q y en su ant́ıpoda
Q′, dando lugar a dos cuerdas solución del problema.

Discusión: La construcción será posible en todos los casos, habiendo
siempre dos soluciones.
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5. Hallar un punto sobre la prolongación de un diámetro dado de una
circunferencia tal que las tangentes trazadas desde este punto sean iguales al
radio de la circunferencia.

OA B

C

P

T

Q

Figura 6

Análisis: En la figura tenemos el diámetro AB de la circunferencia (O)
y P es un punto sobre la semirrecta AB cumpliendo la solución, es decir
PT = OT . Como sabemos, es ∠OTP = 90◦, por lo que OP =

√

2·OT = BC ,
siendo OC un radio perpendicular a OB.

Construcción: Trazamos el diámetro OC perpendicular a OB. Con
centro O y radio BC trazamos una circunferencia, que cortará a la recta AB

en los puntos P y P ′, soluciones del problema.

Discusión: La construcción será posible en todos los casos, habiendo
siempre dos soluciones.
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6. Trazar, con centro en un punto dado, una circunferencia que biseque
a una circunferencia dada, es decir, tal que la cuerda común sea un diámetro
de la circunferencia dada.

O

A
Q

P

Figura 7

Análisis: Sean A el punto dado y (O) la circunferencia buscada. El
diámetro buscado PQ en la circunferencia dada debe ser perpendicular a la
recta OA, por lo que está determinado.

Construcción: Trazamos por O la recta perpendicular a OA, que corta
en P y Q a la circunferencia dada. Estos puntos serán los extremos del
diámetro buscado y bastará trazar la circunferencia con centro en A que
pasa por cualquiera de ellos.

Discusión: El problema siempre tiene solución única, exceptuando el
caso en que los puntos O y A coincidan, caso en el que el problema queda
indeterminado.
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7. Trazar una circunferencia por dos puntos dados de forma que la cuerda
común con una circunferencia dada sea paralela a una recta dada.

O

A B

r

C

P

Q

Figura 8

Análisis: Sean A y B los puntos dados, (O) la circunferencia dada y r la
recta dada. Teniendo en cuenta que la cuerda común PQ debe ser perpendi-
cular a la recta que une los centros de las dos circunferencias, el centro C de
la circunferencias buscada deberá estar en la recta perpendicular por O a la
recta dada r. Además, es evidente que C debe estar también en la mediatriz
del segmento AB.

Construcción: Trazamos por O una paralela a la recta r, y después
una perpendicular, también por O, que cortará a la mediatriz de AB en C .
Trazamos la circunferencia con centro C que pasa por A.

Discusión: El punto C no existirá si la recta dada r es paralela a la
que pasa por los puntos dados. Una discusión detallada de este problema
es bastante complicada, ya que, además hace falta que la circunferencia con
centro C que pasa por A corte a la circunferencia dada.
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8. Construir un paralelogramo tal que tres de los puntos medios de sus
lados son tres puntos dados.

P

Q

R

O
S

O'

B

A

D
C

Figura 9

Análisis: Usaremos que los puntos medios de cualquier cuadrilátero for-
man un paralelogramo, y que las diagonales de un paralelogramo se bisecan
una a la otra. Entonces, dados los puntos medios P , Q y R, si O es el punto
medio de P y R, el simétrico S de Q respecto de O será otro punto medio del
cuadrilátero buscado. También observamos que, por ejemplo, el cuadrilátero
OPBQ también es un paralelogramo.

Construcción: Dados los puntos medios P , Q, R hallamos los puntos:

O Punto medio de P y R

S Simétrico de Q respecto de O

O′ Punto medio de P y Q

B Simétrico de O respecto de O′

A Simétrico de B respecto de P

D Simétrico de A respecto de S

C Simétrico de D respecto de R

Discusión: El problema tiene tres soluciones, ya que dados tres puntos
podemos completar de tres formas a un paralelogramo que tenga por vértices
a esos puntos.
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9. Hallar, sobre un cateto de un triángulo rectángulo, un punto equidis-
tante de la hipotenusa y del vértice del ángulo recto.

A

C

BX

Y

Figura 10

Análisis: En el triángulo ABC rectángulo en A, supongamos que el
punto X sobre el lado AC cumple que la distancia XY a la hipotenusa es
igual a la distancia AX al vértice del ángulo recto. Entonces, los triángulos
rectángulos CAX y CY X tienen la misma hipotenusa e iguales los catetos
AX e Y X, es decir, son congruentes. Por tanto es ∠ACX = ∠XCY =
∠XCB y AX es la bisectriz interior del ángulo C .

Construcción: Trazamos la bisectriz interior del ángulo C , que corta a
AC en el punto buscado X.

Discusión: El problema tiene, según el análisis, solución única.
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10. Trazar, con centros dos puntos dados, dos circunferencias iguales
tales que una de sus tangentes comunes

a) pasen por un tercer punto dado.

b) sea tangente a una circunferencia dada.

A B

C

M

Figura 11

Análisis: En el apartado a), basta observar que el radio de las circun-
ferencias buscadas debe ser igual a la distancia entre el punto buscado y la
recta que une los centros.

En el apartado b), la tangente común a las dos circunferencias, que tam-
bién debe ser tangente a la tercera circunferencia, es paralela a la recta que
une los centros de las dos primeras circunferencias.

Construcción: Sean A y B los puntos dados como centros.
En el apartado a) (ver Figura 11), si C es un tercer punto, hallamos la

proyección M de C sobre la recta AB y trazamos las circunferencias con
centros A y B, y radio CM .

Para el apartado b)(ver Figura 12), si (D) es la circunferencia dada, la
perpendicular por D a AB cortará a la circunferencia (D) dos posibles puntos
de tangencia T y T ′. La paralela por T o T ′ a AB será una posible tangente
común a las dos circunferencias dadas. Hallamos la perpendicular por A a
esta paralelas obteniendo los puntos de tangencia S y S ′. Ahora trazamos
unas circunferencias con centros A y B y radio AS y otras circunferencias
con los mismos centros y radio AS ′, obteniendo dos pares de soluciones del
problema.

Discusión: En el apartado a) hay solución única en todos los casos.
En el apartado a) habrá en general dos soluciones, es decir, dos pares de

circunferencias, que se confundirán en una sola cuando el punto D esté sobre
la recta AB que une los dos puntos dados.
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Figura 12
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11. Por un punto dado, trazar una recta que intercepte a dos circunfe-
rencias iguales dadas en dos cuerdas iguales.

A B

P

C D

E FM N

Figura 13

Análisis: Si una recta corta a dos circunferencias iguales en dos cuerdas
iguales CD y EF , llamando M y N a los puntos medios de las mismas,
tendremos que los segmentos que unen a estos puntos con los centros A y
B son iguales y paralelos, por lo que la recta secante debe ser paralela a la
recta AB.

Construcción: Trazaremos por el punto dado una recta paralela a la
recta que une los centros de las circunferencias dadas.

Discusión: El problema sólo tiene solución si el punto P está situado
en la banda paralela a la recta que une los centros limitada por las rectas
tangentes comunes a las circunferencias dadas.
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12. Dada una circunferencia situada entre dos rectas paralelas, trazarle
una tangente que intercepte a las dos rectas paralelas en un segmento de
longitud dada.

r

s

O

A B

X

P

T'

T

Q

Figura 14

Análisis: Observamos que dos rectas paralelas son interceptadas por un
haz de rectas paralelas en segmentos que tienen todos la misma longitud.

Construcción: Sean r y s las rectas dadas y (O) la circunferencia dada.
Con un punto arbitrario X sobre r como centro trazamos una circunferencia
de radio la longitud AB dada, que cortará en P y Q a la otra recta. Las
rectas tangentes buscadas son paralelas a XP (mostradas en la figura) y a
XQ. Vemos que para hallar los puntos de tangencia T y T ′ hemos trazado
por O la recta perpendicular a XP . Lo mismo se haŕıa con XQ.

Discusión: Para que el problema tenga solución es necesario que la lon-
gitud dada sea mayor o igual que la distancia que separa a las rectas paralelas
dadas. En el caso de la igualdad tendremos dos soluciones y en los restantes
casos tendremos cuatro soluciones. Observamos también que la solución es
igualmente válida independientemente de la posición de la circunferencia con
respecto a las rectas paralelas dadas.
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13. Construir un triángulo rectángulo dados la hipotenusa y la distancia
del punto medio de la hipotenusa a un cateto.

ax 2x

B CM

A

N

Figura 15

Análisis: En un triángulo rectangulo, la distancia MN del punto medio
de la hipotenusa a uno de los catetos es igual a la mitad del otro cateto,
por lo que uno de los catetos del triángulo buscado será igual al doble de la
distancia dada entre la hipotenusa y el otro cateto.

Construcción: Sobre una recta cualquiera fijamos un segmento BC

igual al de la hipotenusa dada. Con centro en B trazamos una circunferen-
cia de radio el doble de la distancia dada, que cortará en un punto A a la
circunferencia de diámetro BC .

Discusión: La distancia dada del punto medio de la hipotenusa a un
cateto debe ser menor que la mitad de la hipotenusa dada.
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14. Construir un triángulo conociendo una altura y los circunradios (es
decir, los radios de las circunferencias circunscritas) a los dos triángulos en
que esta altura divide al triángulo buscado.

h r2r1

D

A

M N

B C

Figura 16

Análisis: Los circunradios dados serán la mitad de los dos lados del
ángulo correspondiente a la altura, por lo que podemos construir fácilmente
un triángulo homotético al dado (de razón 1/2).

Construcción: Sobre una recta cualquiera ` marcamos un punto D y
levantamos un segmento perpendicular DA igual a la altura dada. Con centro
en A trazamos circunferencias con radios los circunradios dados, que cortan a
la perpendicular a la mediatriz de AD en los puntos M y N . Las rectas AM

y AN cortarán a la recta ` en los dos vértices B y C restantes del triángulo
buscado.

Discusión: Para que el problema tenga solución es necesario que los
circunradios dados sean mayores que la mitad de la altura dada.
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PROBLEMAS PARA LOS MÁS JÓVENES (34) 

CINCO PROBLEMAS DE LA OLIMPIADA DE RUSIA 2007 

GRADO 8, RONDA DE DISTRITO 

PJ34.1. (N. Agakhanov) En un cuadrilátero convexo, se trazan ocho 
segmentos, cada uno de los cuales une un vértice con el punto medio  
de sus lados opuestos (cada vértice tiene dos lados opuestos, los que 
no pasan por él). Siete de estos segmentos tienen la misma longitud, 
a. Demostrar que el octavo también tiene longitud a. 

PJ34.2. (M. Murashkin)  Pedro elige un entero positivo n. Para cada 
par (no ordenado) de sus cifras, escribimos su diferencia en el 
encerado. Después de eso, él borra algunas de esas diferencias, y las 
que quedan son 2,0,0,7. Hallar el menor valor de n para el cual es 
posible esta situación. 

PJ34.3. (V. Senderov) Determinar si existen números primos 

1 2 2007, , ,p p pL  tales que 2
1 1p −  es divisible por 2p , 2

2 1p −  es divisible por 

3p ,… y 2
2007 1p −  es divisible por 1p . 

PJ34.4. (I. Rubanov) Tenemos 11 monedas, aparentemente 
indistinguibles. Sin embargo, 10 son buenas (pesan 20g cada una) y 
una es falsa (pesa 21g). Disponemos de una curiosa balanza que está 
equilibrada cuando el peso en el platillo de la de la izquierda es el 
doble del que hay en el de la derecha. Usando esta balanza, hallar la 
moneda falsa en tres pesadas. 

PJ34.5. (N. Agakhanov)  Un número B se obtiene del entero positivo 
A permutando sus cifras. El número A – B es de la forma 111…1 , con 
N “unos”. Hallar el menor valor posible de N. 
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Soluciones a los problemas del duelo matemático 08 publicadas en el número
33 de la Revista Escolar de la Olimpiada Iberoamericana de Matemática
Por Daniel Lasaosa Medarde, Universidad Pública de Navarra, España

PMO33.1. El ortocentro H de un triángulo acutángulo ABC se transforma
respectivamente en los puntos A1, B1, C1 en las simetŕıas axiales cuyos ejes son
los lados a, b, c del triángulo. Se supone que se verifican las siguientes igualdades
de ángulos:

6 C1AB1 = 6 CA1B; 6 A1BC1 = 6 AB1C; 6 B1CA1 = 6 BC1A.

Demostrar que ABC es equilátero.

Es relativamente conocido (o fácilmente demostrable por el lector) que el
simétrico del ortocentro H respecto del lado AB coincide con el segundo punto
en el que la recta CH corta a la circunferencia circunscrita a ABC, y de forma
similar con los simétricos de H respecto de los otros dos lados. Ahora bien,
6 C1BA = 6 C1CA = 6 HCA = π

2 − 6 A, mientras que 6 B1BA = 6 HBA =
π
2− 6 A, luego al ser 6 C1AB1 = π− 6 C1BB1, se tiene que 6 C1AB1 = 2 6 A. Pero
6 BA1C = π − 6 BAC = π − 6 A, luego por la primera igualdad dada, 6 A = π

3 .
Las otras dos igualdades son las permutaciones ćıclicas de la primera, luego se
obtienen de ellas resultados que son las permutaciones ćıclicas del obtenido, es
decir, 6 B = π

3 y 6 C = π
3 , con lo que el resultado pedido queda probado.

—————————————————————————–

PMO33.2. Determinar todas las ternas (x, y, z) de enteros positivos tales
que se verifique la igualdad

3 + x + y + z = xyz.

Supongamos que yz = 1. Entonces, y = z = 1 por ser enteros positivos, y se
tiene que 5+x = x, claramente falso. Entonces, como yz ≥ 2, podemos escribir
la ecuación dada como x = 3+y+z

yz−1 , donde sin pérdida de generalidad podemos
asumir que x ≤ y ≤ z. Si x = 1, se obtiene la relación 5 = yz − y − z + 1 =
(y − 1)(z − 1), es decir, y = 2 y z = 6. Si x = 2, se obtiene la relación
5 = 2yz − y − z = y(z − 1) + z(y − 1) ≥ y + z, pues y, z ≥ x = 2. Luego sólo
pueden ser y = z = 2, que obviamente no proporciona solución pues entonces
seŕıa 3 + 2 + 2 + 2 = 2 · 2 · 2, claramente falso, o y = 2, z = 3, que nuevamente
no proporciona solución porque seŕıa 3 + 2 + 2 + 3 = 2 · 2 · 3. Finalmente, si
x ≥ 3, entonces 6 ≥ 3yz−y−z = yz +z(y−1)+y(z−1) ≥ yz +2y +2z por ser
y, z ≥ x = 3, o (y +2)(z +2) ≤ 10, imposible ya que debeŕıa ser y +2, z +2 ≥ 5.
Luego la única solución es (1, 2, 6) y sus permutaciones ćıclicas.

—————————————————————————–



PMO33.3. Sea ABCD un tetraedro con tres aristas mutuamente perpendic-
ulares en el vértice D. Sea S el centro de su esfera circunscrita. Probar que el
baricentro T de su cara ABC está en la recta DS.

Claramente, la perpendicular a la cara ABD por el circuncentro del triángulo
ABD debe pasar por el centro S de la esfera circunscrita, pues dicha circun-
ferencia circunscrita es la intersección de la esfera circunscrita a ABCD con el
plano que contiene a la cara ABD. Al ser ABD rectángulo en D, se tiene que
su circuncentro es el punto medio de AB, y por lo tanto S está en la paralela a
CD por el punto medio de AB. De forma similar, S también está en las parale-
las a AD,BD por los puntos medios de BC, CA respectivamente. Asumiendo
que las coordenadas de A,B, C son, sin pérdida de generalidad, A ≡ (a, 0, 0),
B ≡ (0, b, 0), C ≡ (0, 0, c) y D ≡ (0, 0, 0), entonces el baricentro tiene por coor-
denadas T ≡ (a

3 , b
3 , c

3 ), y el centro de la esfera circunscrita tiene por coordenadas
S ≡ (a

2 , b
2 , c

2 ), y ambos puntos están en la recta x
a = y

b = z
c que claramente pasa

por D, luego D,S, T están alineados.

—————————————————————————–

PMO33.4. Determinar todos los enteros positivos n para los cuales existen
enteros positivos x, y tales que se cumplen las dos igualdades x + y = n2, 10x +
y = n3.

Restando ambas igualdades, obtenemos que 9x = n2(n − 1). Supongamos
en primer lugar que existen soluciones para valores de n que no sean múltiplos
de 3. Entonces, 9 divide a n − 1, y n = 9a + 1 para algún entero positivo a
(en caso de ser a = 0 seŕıa x = 0). Por lo tanto, x = a(9a + 1)2, y se tiene
que y = n2 − x = n3 − 10x = (9a + 1)2(1− a), que no es positivo al ser a ≥ 1.
Entonces, n ha de ser múltiplo de 3, y podemos escribir n = 3b para algún entero
positivo b, con lo que x = b2(3b− 1), y y = n2− x = n3− 10x = b2(10− 3b). Se
sigue que, para que y > 0, ha de ser 3b < 10, o b ≤ 3. Luego los únicos valores
que puede tomar n para que las igualdades se cumplan para enteros positivos
x, y son n = 3, 6, 9, con soluciones respectivas (x, y) = (2, 7), (20, 16), (72, 9).

—————————————————————————–

PMO33.5. Sean a, b, c números reales. Demostrar que

V = 4(a2 + b2 + c2)−
(
(a + b)2 + (b + c)2 + (c + a)2

)
es siempre no negativo y determinar todos los valores de a, b, c para los que
V = 0.

Desarrollando los cuadrados, simplificando y reagrupando, se tiene

V = (a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2.

Esta expresión es claramente no negativa al ser suma de cuadrados, siendo nula
si y sólo si todos los cuadrados son nulos, es decir, V ≥ 0, siendo V = 0 si y
sólo si a = b = c = λ para cualquier real λ.
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Observación previa del editor 

Poco después de que apareciera en la red el volumen 33 de la REOIM, el 
editor fue advertido de la similitud del problema 161 con el problema 126 
de la Gaceta de la Real Sociedad Matemática Española, que se iba a publicar 
en el vol. 12, número 1, 2009, ambos del mismo proponente. 

Comparados los textos de ambos enunciados, si bien son formalmente 
distintos (el 126 de la Gaceta parece un poco más complicado que el 161 de 
la REOIM), no cabe ninguna duda de su parecido: podría decirse que son 
“primos gemelos”, por utilizar un término de teoría de números. 

El problema del uso de problemas iguales o similares en revistas distintas 
siempre ha estado presente, y con la actual celeridad en la aparición de la 
versión digital de las revistas, es de temer que se agudice. En todos los 
casos, es evidente que la responsabilidad de que se produzca tal situación 
es enteramente del proponente, entre otras cosas porque los editores no 
podemos tener acceso a todas las revistas que se publican, con tiempo 
suficiente para bloquear la publicación de un problema repetido. En el caso 
que nos ocupa, la REOIM publicó el vol. 33 en diciembre de 2008, y el 
volumen 12, nº1 de la Gaceta estaba en esa fecha prácticamente ya listo 
para su publicación (la versión en papel llegó a las manos de este editor a 
finales de enero de 2009; la versión electrónica estaba en Internet un poco 
antes). Ninguno de los editores de las dos revistas tuvimos información del 
hecho hasta que ya no había marcha atrás posible. 

Reiteramos la petición a todos nuestros lectores y colaboradores de que no 
envíen artículos o problemas que hayan sido propuestos a otra publicación 
sin haber recibido la notificación escrita de su no aceptación. 

Valladolid, abril de 2009  

Francisco Bellot Rosado 

Editor 

 


