
PROBLEMA 175, Propuesto por José Luis Díaz Barrero, Barcelona, España. 
 
Sean x , y ,  tres números reales estrictamente positivos tales que z 1=++ zxyzxy . Demostrar que 
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Solución de Bruno Salgueiro Fanego (Viveiro, Lugo). 
 
Las hipótesis implican que existen , A B ,  ángulos de un triángulo C ABCΔ  tales que , Ax cot= By cot= , 

. Como Cz cot= π=++ CBA  rad, 
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siendo entonces las desigualdades a probar 
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al ser π=++ CBA  rad, 
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luego dichas desigualdades son equivalentes a 
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es decir, 
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Denotando por p , r  y R  al semiperímetro, inradio y circunradio de ABCΔ , dichas desigualdades se reescriben 
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La desigualdad de la izquierda es equivalente a la , que es cierta debido a las 
desigualdades de Gerretsen, , y de Euler, 

222 3644119 RrRrp ++≤
222 443 RrRrp ++≤ Rr ≤2 , puesto que 

( ) 2222 36441136362744399 RrRrRrRrRrRrp ++≤++=++≤ 22 2 . 
La igualdad se alcanza si y sólo si se alcanza en las de Gerretsen y de Euler, es decir, sólo y cuando ABCΔ  es 

equilátero, lo cual equivale a que zyx ==  o bien, al ser 1=++ zxyzxy , a 
3
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Los lados , b ,  de  son raíces del polinomio a c ABCΔ
( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )[ ] prRtRrrppttabctcabcabtcbatctbtattP 442 22323 −+++−=−+++++−=−−−=

( )
, que tiene 

una sola, o dos o tres raíces reales distintas. En el primer caso, el polinomio ( )Rrr 4+pptttP 43 22 ++−=′  
tendrá una raíz real, y en los otros, por el teorema de Rolle, por lo menos (y, por tanto, exactamente, al ser de grado 
dos) dos raíces reales distintas, luego su discriminante, ( ) ( )[ ] ( )[ ]R4rrpRrrpp 344344 222 +−=++⋅⋅−−
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nulo o estrictamente positivo, es decir, , que es la desigualdad de la derecha. Además, en ella se da 
la igualdad si y sólo si  tiene una raíz real triple, o sea, sólo y cuandoΔ  es equilátero, es decir, si y sólo si 
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