PROBLEMA 179, propuesto por Juan Bosco Romero Mdrquez, Am'la, Espana

Sean T y T’ los tridngulos ABC, A’B’C’, rectdngulos respectivamente en A y
A’. Se supones que sus lados respectivos verifican

a>b>c y a >bv >c.

Demostrar que
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. Cuédndo se verifica la igualdad?
.Se verifica la desigualdad para toda clase de tridngulos?

Solucion por Daniel Lasaosa Medarde, Universidad Publica de Navarra, Pam-
plona, Espana

Nétese en primer lugar que un escalado de uno de los dos tridngulos (manteniendo
las proporciones relativas entre sus lados) por un factor p no afecta al problema,
pues entonces el término de la izquierda queda multiplicado por p?, igual que el
factor del miembro de la derecha correspondiente al tridngulo escalado, quedando
invariante el otro factor del miembro de la derecha. Podemos entonces asumir sin
pérdida de generalidad que o’ = a.

Multiplicando por 362 a ambos miembros de la igualdad, y desarrollando las
sumas ciclicas, la desigualdad se escribe de forma equivalente como

(5% — bl — dec')? > (50> — 4b* — 4c?) (5a® — 4b — 4c?) .

Si los tridngulos son rectdngulos en A, A’ respectivamente, entonces b = asin B,
c=acosB,b =asinB’ y ¢ =acosC’, con lo que la desigualdad queda como

(5—4cos(B—B"))* > 1.

Al ser 4 cos(B — B’) < 4, el miembro de la derecha es claramente mayor o igual que
12 = 1, con igualdad si y sélo si B = B’, es decir, si y sélo si ABC y A’B'C’ son
semejantes.

Supongamos ahora que los tridngulos no son rectangulos en A, A’, pero que
mantenemos las condiciones a > b>cya=a > > . Siba® > 4b% + 4¢? pero
5a% < 4b"? +4c?, o viceversa, el miembro de la derecha es no positivo, cumpliéndose
claramente la desigualdad, con igualdad si y s6lo si ambos miembros son nulos.
El miembro de la derecha es nulo, sin pérdida de generalidad por simetria en el
problema, si 5a? = 4b? + 4¢’?. Ha de ser ademés 5a? = 4bb' + 4cc’ para que el
término de la izquierda sea nulo. Se tiene entonces que bb’ +cc’ = b2 +¢'2, pudiendo

tomar by ¢ a priori varios valores; por ejemplo, sia =a' =2,V = = %, cualquier

combinacién con b 4+ ¢ = /10, siempre que 2 > b > ¢, proporciona el resultado

adecuado, es decir, cualquier combinacion de la forma b = Lg + (2 — %) p, C =
% - (2 - %) p para cualquier p € [0, 1].

Supongamos ahora que 5a? > 4b? 4 4¢?, 4b'? 4 4¢’?. Escribimos la desigualdad a
demostrar como inecuacién de segundo grado en ¢’
(5a% — 4b*)? — 2¢(5a® — 4bb' )¢’ + 5a? (b — b)? + (5a* — 4b'*)c? > 0.
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El discriminante de esta inecuacién es
c?(5a® — 4bb')? — 5a%(b' — b)?(5a* — 4b%) — c*(5a* — 4b%)(5a* — 4b'?) =
= —5[5a® — 4b* — 4c*a*(V — b)* <0,

con igualdad siy sélo sib = &’. Como para ¢’ = 0 la inecuacién claramente se cumple
de forma estricta, pues ¢ > 0y 4b'? < 442, y la ecuacién correspondiente no puede
tener raices reales pues el discriminante es nulo, entonces la desigualdad siempre se
cumple de forma estricta para cualquier valor de ¢’ cuando b # b'. Otro tanto sucede
si escribimos la desigualdad como inecuacién cuadratica en c. Sin embargo, sib =¥,
la desigualdad se escribe como (c—¢’)? > 0, que es claramente cierta, con igualdad
si y sélo si ¢ = ¢/. Se tiene entonces que si 5a? > 4b% +4c?, 4b'% +4¢'?, 1a desigualdad
se cumple siempre, con igualdad si y s6lo si los tridngulos son semejantes.

Supongamos finalmente que 5a? < 4b% + 4c?,4b"? + 4¢?. Igual que en el caso
anterior, podemos escribir la desigualdad como inecuacién cuadritica en c o ¢/, pero
esta vez se tiene que la inecuacion tiene soluciones reales, con lo que ya no se cumple
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siempre. Por ejemplo, si a = a’ =
convierte en

, se tiene que la desigualdad se

15a% 4 4b? + 4¢? — 10v/3ab — 10v/3ac + 12b¢ > 0.
Si ademés b = a, se tiene que la desigualdad es equivalente a
4¢? — (10V3 — 12)ac + (19 — 10v/3)a® > 0.
Notese por ejemplo que la desigualdad se cumple de forma estricta cuando ¢ = b =

a, y cuando ¢ — 0, al ser 10v/3 < /361 = 19, pero para c = aw?#, la desigualdad
seria equivalente a
(5v3 - 6)*

0< 4T—(10\/§—12)

_(5v3-6)* _

(19-10v3) = (19-10v/3) 1

_ 5(4V3-T)

= 1 ,
que es imposible al ser el tltimo miembro negativo, por ser 4y/3 = /48 < 7, con lo
que en este caso no se cumpliria la desigualdad, que de hecho no se cumpliria para

todo ¢ tal que

5v/3 — 6 — 2v/5) + /15 5v/3 — 6 +2v5 — 15
1 <c<a 1 .

Resumiendo, podemos decir que la desigualdad se cumple para todos aquellos
pares de tridngulos tales que no se cumple simultineamente 5a? < 4b% + 4c? y
5a’? < 4b"? + 4¢?, dandose la igualdad si y sélo si ambos tridngulos son semejantes,
o si baa’ = 4bb’ + 4cc’, y ademés 5a? = 4b% + 4c? o 5a’? = 4b'% + 4¢’%. Para aquellos
pares de tridngulos tales que 5a? < 4b% +4c? y 5a’? < 4b'? + 4¢/2, la desigualdad no
tiene por qué darse, siendo relativamente compleja la condicién que han de cumplir
los tridngulos para que se cumpla la desigualdad y para que se dé la igualdad.
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