Revista Escolar de la OIM

Problema 14.-

Sea ABC un triangulo y r una recta que corta a AB en M a BC en N y a la
prolongacién de AC en T.
Demostrar que existe un punto P en r tal que las areas de los triangulos PAN, PBT,
y PCM coinciden.

Sol.:

Sea P el punto que verifica la propiedad solicitada en el problema y designemos por x = TP .
Nuestro propdsito serd, pues, determinar el valor de x.

Dada la situacion enunciada y reflejada en el dibujo, trazamos los segmentos comprendidos entre
los puntos M, Ny T y los pies de las perpendiculares a la recta r desde los puntos vértices del triangulo
inicial A, B y C. Asi obtenemos las parejas de triangulos rectangulos semejantes siguientes:

H.NC y NHyB

HyMB y MH,A
H,TA y TH.C

De estas semejanzas obtenemos las siguientes proporciones entre los segmentos h, , hy y he .

h, HN_ hy, HM h, TH,
h, NH, h, MH, h, TH,
Esto es,

h, hy b, . HNHMTH,

Ja

hy, h, h,  NH, MH, TH,’
H.N*HyM*TH, = NH,*MH,*TH, (1)
Relacion esta tltima que va a tener al final una importancia definitiva.

Por otro lado si P es el punto a construir se ha de verificar la igualdad de areas (S) en los tridngulos PAN,
PBT y PCM.



Esto quiere decir que: S(PAN)= S(PBT)= S(PCM)

S(PAN) = 1/2-hy-PN = 1/2-h,-(TN — x)= 1/2-h,-( TH+HN — x)

S(PBT) = 1/2-hy:PT = 1/2-hy x

S(PCM) = 1/2-h:PM = 1/2-h-(TM—-x) =1/2-h.(TH; + H.N + NHy, + H,M — x)
Luego de la igualdad de éareas se tendra que:

De estas relaciones podemos despejar el valor de x:

. h,.(TH, + H.N) _ h, TN _ h,n
h, +hy h, +hy h,+hy
= he.(TH. + H.N+NHy + HyM) _h..(TN+NM) _ h.(n +m)
hy +h, hy +h, hy +h,

Para que el aserto del problema sea cierto han de ser idénticas ambas expresiones de x. Y eso es lo que
vamos a probar. Para ello usemos las expresiones primeras de ambas.
. h, (TH, +H.N) h .(TH, +H.N+NH, + H,M)

h, +hy hy +h,

Para ello, tengamos en cuenta las relaciones antes dadas con las alturas h, , hy y he.
(TH, +H.N) (TH_,+H N+ NH, +HyM)

1+h—b h—b+1
h, h,
h, HN h, HM h, TH, (TH, +HN) _ (TH, +HN + NH, + H,M)
h, NH, h, MH, h, TH, 14 HeM NH,
MH, H.N

Multiplicando y simplificando los términos equivalentes en esta igualdad obtenemos:

NH H.M
TH. +H.N)-(— 2 +1)=(1+-2
(TH, c)(HN )= ( MH

C a

)-(TH, +H N+ NH, + H,M)

(TH, + H,N) *(NH, + H,N)*MH, = H,N *(MH, + H,M)* (TH, + H N + NH, + H,M)

TH*NHp*MH, + TH*HN*MH, + H.IN*NH,*MH, + HIN*H.N*MH, =
= H.N*MH,*TH, + HIN*MH,*H:N + H.N*MH,*NH,, + HIN*MH,*H,M + H.N*H,M*TH, +
+ H.N*H,M*HN + HIN*H,M*NH;, + HN*H,M*HyM ;

TH*NHp*MH, + THAHNMH, + HNNHEMH, + HNHNMH, =
= HNEMH 2 TH, + HNEMH E2HN + HNAMH *NH;, + HIN*MH,*HyM + H.N*H,M*TH, +
+ H.N*H,M*HN + HIN*H,M*NH; + HIN*H,M*HyM ;

TH*NHp*MH, = H.N*H,M* (MH, + TH, + H.N + NH;, + H,M) = HIN*H,M* (TH, + H.N + NH, +
+HM +MH, ) = H.N*H,M*TH,

TH.*NH,*MH, = HN*H,M*TH,



identidad esta ultima igual a la relacion dada por (1) que ya habiamos visto anteriormente y que se
verificaba de un modo natural a partir de la semejanza de tridngulos. (= base del Teorema de Menelao).

En definitiva, si es cierto que se verifica la igualdad en las dos expresiones de x.
h,n  h.(m+n)
h, +hy hy +h,

Por tanto, x = , cuya construccion se sigue de la misma proporcion dada.

Saludos.

F. Damian Aranda Ballesteros.
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