Problema 21. Soluciéon de Roberto Bosch Cabrera, Florida, USA.

En general se cumple que

(vy +yz +22)* = 2%% + 222 + 2207 + 2ayz(z +y + 2)
(z+y+2)? = ®+y°+22+2(xy +yz + 22)

Multiplicando por 2 la segunda ecuacion del sistema original obtenemos
(2P +yP 22 +2%0%) = 2wyz(vty+2)° = [(vytyzten)’—a?y? —y 2? — 220 [yt + 22 2wy Hy 22
Denotemos
222+ 2R 22
ry+yz+zr = b

Entonces se cumple que

2 = (b — a)(é +2b)

Despejando a queda
_60% 4
C6b+ T

Pero notar que
(vy +yz + 22)* = 2%y + 222 + 222% + 2wz (2 + y + 2) < 3(x%y? + o2 + 2?)
de donde se deduce que b* < 3a, es decir a > % Sustituyendo

6b3 + b?
6b+ 7

b2
>
-3

pero %4—21) = @+y+2?2>0=60+1>0= 6b+7 > 0, de donde obtenemos 18> +
30 > 6% + Tb* = 4b*(3b — 1) > 0 entonces si b # 0 se tiene que b > % Lo cual implica que
ry 4+ yz + 2o > 2% 4+ y% + 2% pero es bien conocido que 2% + y? + 22 > xy + yz + 2z, de donde

2?2+ 12 + 2% = 2y +yz + zz y por tanto x = y = 2. Sustituyendo en la primera ecuacién del sistema
obtenemos las soluciones (z,y,2) = (5,3,3) v (z,4,2) = (—3,—3,—3)- Notar que b =0=a =0 =
xy =0,yz =0, zx = 0, de donde al menos dos variables son 0 y sustituyendo quedan las soluciones

(2,9, 2) = (0,0,£%2), (x,y,2) = (0,£%£,0), (z,,2) = (£%£,0,0).



