PROBLEMASDE NIVEL MEDIO Y DE OLIMPIADAS (5)

Presentamos una seleccion de problemas de las Olimpiadas de Edoveniay de la Republica
Checay de laEslovaca, de 2002.

Problema 5.1 (Chequia y Eslovaquia)
Demostrar que para cualesquierandmeros a, 3 [ (0, I) se verificaladesigualdad

1 1
W+W22 tana + tanf3.

¢Cuéndo se verificalaigualdad?

Problema 5.2 (Chequia y Eslovaquia)

Se da una circunferenciak y un cuadrildtero ABCD inscrito en ella de manera que su diagonal
BD no es un didmetro. Demostrar que e punto de interseccidn de las tangentes a k en los puntos B
y D pertenecealarectaAC s,y sOlo g,

|AB|« |CD| = |AD| « |BC]|

Problema 5.3 (Chequia y Eslovaquia)
Resolver en e conjunto de los nimeros reales e sistema de ecuaciones

x> =1=p(y+2)
y?=1=pz+X)
22 =1=p(x+y)

Discutir & nimero de soluciones.
Problema 5.4 (Chequia y Eslovaquia)
Hallar todos |os pares de nimeros reales a, b paralos cuales la ecuacion (con x real)

ax? —24x+b _
x2-1

tiene dos soluciones cuya sumaes 12.
Problema 5.5 (Eslovenia)
¢Existeunafuncionf : N — N tal que

f(f(2002)) =17, f(mn) = f(M)i(n) y f(n) < n

para cualesquieram,n [ N?

Problema 5.6 (Eslovenia)

En € s6tano de un castillo 7 gnomos guardan un tesoro. El tesoro esta detras de 10 puertasy
cada puertatiene 3 cerraduras. Todas las cerraduras son diferentes. Cada gnomo tiene llaves de
algunas cerraduras. Cualquier grupo de 4 gnomos tiene llaves de todas las cerraduras. Probar que
hay un grupo de tres gnomos que tiene llaves de todas | as cerraduras.

Problema 5.7 (Edovenia)

SeaS = {aj,---,an}, dondelos a; son enteros positivos distintos. La suma de todos los
ndmeros de cualquier subconjunto propio del conjunto Sno es divisible por n. Demostrar que la
suma de todos los niimeros de Ses divisible por n.
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