OBSERVACIONESDIDACTICAS SOBRE EL NUMERO e
Francisco Bellot Rosado

El nuevo curriculo de 1° de Bachillerato en Espafia vuelve aincluir (ami entender
acertadamente) e estudio de las sucesiones de nimeros reales, y en particular € de laque permite
definir e nimero e.

A continuacion presento algunas observaciones para desarrollar ese estudio, dependiendo del
" bagaje de conocimientos previos’ de |os estudiantes.

Tratamiento tradicional
Después de haber introducido los conceptos basicos, y admitido (usualmente sin demostracién)
gue toda sucesion creciente y acotada tiene limite, se considera

a.n = (1+ %)n
y se desarrolla utilizando € binomio de Newton :

an=1+(2)%+(2)n—12+---+(nn1)n++nl
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El término siguiente, a,. 1, tiene un sumando més que a,,, Yy estos sumandos son mayores. Por
lo tanto la sucesion es creciente.

Ademés esta acotada :
(1+4) -2+ (- 3) + F(-A) (1-F) - <
<2+2i+3i -<2+%+2—12+---=2+ 1_%% =3

Por lo tanto (a,) es convergentey su limite es
e = 2,718281828459045. - -

Laexperienciaen € aula de tener que introducir € nimero e a alumnos que no conocen el
desarrollo del binomio de Newton o los nimeros combinatorios (Situacion no deseable, pero
perfectamente posible), me hallevado arastrear en laliteratura existente a gunos metodos
aternativos. Recomiendo con énfasis estos dos libros:

a) Gabriel Klambauer :Aspects of Calculus,Springer 1986, ISBN 0-387-96274-3;

b) Ivan Niven : Maxima and Minima without Calculus, Mathematical Association of America
(The Dolciani Math.Expositions 6), 1981;

sin olvidar, desde luego, € libro de Karl R.Stromberg, An Introduction to Classical Real
Analysis, Wadsworth Intl.Group, 1981.

Tratamientos alter nativos
Ivan Niven no utiliza el binomio de Newton, aunque si la desigualdad de las medias aritmética
y geomeétrica:



fn) = (1+ %)M,
se aplicaladesigualdad de las medias aritméticay geométricaalos n + 1 niUmeros
L1+t L1y
cuyasumaesn + 2y su producto f(n). Entonces

n+2 L n+2\™"!
T > (f(n))™ <= (n+1) > f(n),

pero e primer miembro es precisamente

e = (352)" = (10 5d)"™

asi que la sucesion es creciente.

Por su parte, Klambauer utiliza un procedimiento muy ingenioso, pero fécil de entender, para
probar que la sucesion es creciente y acotada. Comienza por un resultado previo :

S 0 < a < x, entonces

Xn+1 _ an+1

(n+1)a" < 25=3

<(n+1)x". (*)

En efecto,

Xn+1 _ an+1

—a— = X"+ax"t+a¥x"? + ... +atix+a",

y las dos cotas anunciadas se obtienen inmediatamente, la superior sustituyendo laa por x, y la
inferior sustituyendo la x por a.

Para demostrar que lasucesion a, = (1+ +)" es creciente se escribe ladesigualdad (*) de la
derechaen laforma

X"[Xx—(n+1)(x—a)] < a*?,
y se eligen astutamente

_ 1 _ 1
X—1+n, a=1+ T

De estaformad término entre paréntesis se convierte en 1, y lo que queda es

(1+ %)n < (1+ nil)nﬂ’

gue es lo que queriamos. Para ver que est4 acotada, se elige (no menos astutamente)

— — 1
a=1x=1+ L

con lo que ahora laexpresion entre corchetes se reduce a % y resultala desigualdad

(1+ 2—1n)n <2< (1+ 2—1n)2n < 4

COMO an < an.1, resulta



paratodo natural n. Vemos asi que
2=a; <an<4
Es también posible, como hace Stromberg, utilizar ladesigualdad de Bernouiilli,
S x> -1, entonces (1 + x)" > 1+ nx

gue se puede demostrar por induccién sobren > 2 :

Paran = 2, (1+X)? = 1+ 2X+ X2 > 1+ 2X;

S se cumple paracualquier n > 2, veamos que se cumpleparan+ 1 :
En efecto, como 1+ x > 0,

(L+x)™ = (1+x)A+X)" > (L+x)(L+nx)
=1+ (n+1)x+nx%> 1+ (n+1)X

y eso terminala etapa inductiva. Mediante esta desigualdad, Stromberg demuestraque s
+1
an = (1+ %)n;ybn = (1+ %)n ,

entonces (an) es creciente,(by,) es decreciente, y ambas tienen & mismo limite.
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