Problema5.-
Se considera d triangulo ABC y seaM un punto del segmento BC.

Seanry, Iy, 1, losinradios de los triangulos AMB, AMCy ABC ; y sean sy, S, S, losradios
delos circulos situados en € interior del &ngulo A y exinscritosa AMB.AMC yABC,
respectivamente.
Demostrar que se verifican las relaciones siguientes:

a) pAr-r)X r-ra)= (p- %1%z

b) rXsy- s1) = SX{ro-11)
donde: 2p=at b+ c
(Este resultado puede considerarse clésico)

Solucion:

Cuestion a)
Para clarificar la situacion, consideremos la siguiente situacion gréfica:

B Al M Al A2
donde se sefidan los segmentos C'1B', y A1A» que son |os segmentos de tangencia
comunes, interior y exterior, alas circunferencias inscritas en los triangulos AMB y AMC,

respectivamente. Segln esto, podemos establecer |as siguientes relaciones entre sus
longitudes:

-Paralatangente interior C'1B',; C'1B'>= AC'1- AB', = ACs- AB, = (c- BCy) - (b-CBy)
Ahorabien, BC'=p-by CB'=p-c; y segun las relaciones de semejanza existentes entre
los siguientes pares de triangulos: BI,C; y BIC'; y Cl,B, y CIB', podemos entonces

expresar que BC,= xlzi.(p- b) y que CBo= xo= r—2-(p' C).
r r

Por tanto, obtenemos la siguiente relacién entre longitudes:
11127 = (r1+ 12)° + C'1B% 2 ;
11157 = (ra+ r2)? + (¢ Xa- b+ x2)° ; (1)

-Paralatangente exterior A1A2; A1A2 = & X1- X2

Y asi, obtenemos ahorala siguiente relacion entre longitudes:
l112° = (2 1) + AsAL?;

|1|22 = (rz- r1)2 + (a— X1- X2)2 ; (2)



- De las anteriores relaciones (1) y (2), deducimos larelacion (3)
(r+ 1) + (- X1- b+ X2)? = (r- 1) + (& X1- X2)? (3);

Tras un poco de adgebra llegamos a esta otra relacion mas simple:
& - b?- c? +2bc- 2fatb- €)Xy - 2Xa b+C)xo +4X1Xo = 4%4r,

- (b- ©)% - 4(p- O)Xa- 4(p- b)Xo + 4X1Xp = 4%11,

(& btc)Xatb- c) - 4(p- C)x1- 4(p- b)X2 + 4X1X2 = 4%1I,

4Xp- b)(p- €) - 4(p- C)x1- 4(p- b)X2 + 4X1X2 = 4112

Sustituyendo x1:r—r1.(p- b) y xo= rTZ.(p- c) , obtenemos:
(P-BE-0 - L.p- B (-9 2.(p- ©) (- )+ (L.(p- D)X (p- €)=

Sea D=Areadel tridngulo ABC; entonces D’= p(p- a)(p- b)(p- ¢)= p>¥?, tenemos que:
(p- b)(p- ©)= p¥?/(p- @) y entonces sustituyendo esta expresion en la dltimarelacion
conseguimos.

px?/(p- @) - pX¥1/(p- @)- PF¥X¥o /(p- @)+ PFXo /(- &)= Il

PX? - PFXy- PFXo + PFLXo = (P- @)Falo;

y, finalmente:

PXr-r)Xr-ry) = (p- a)*ir»



Cuestion b)

J2

En este segundo caso, vamos a tener en cuentalos segmentos A;S; y C'1S» que son los
segmentos de tangencia comunes, interiores ambos, alas circunferencias, la unainscrita al
triangulo AMB y laotra exinscritaa triangulo AMC. Segun esto, podemos establecer las
siguientes relaciones entre sus longitudes:

-Paralatangente interior A1S;; A1S,=a X1- Yo
dondexlzi.(p- b) e y»= 8—2.(p- b).
r S

Por tanto, obtenemos la siguiente relacién entre longitudes:
1% = (n+ 2)° + AiS%;

1137 = (r1+ )% + (& Xa-y2)° 5 (4)
-Parala otratangente interior C1S,; C'1S2 = AS2- AC'1= AU, - ACy1= (btyo)- (C- X1)
Y asi, obtenemos ahora la siguiente relacion entre longitudes:

1137 = (r+ )% + C1S52;

1137 = (r+ 92)° + (b+ y2- ¢+ x0)°; (5)



- De las anteriores relaciones (4) y (5), deducimos larelacion (6)
(r+ )% + (& X1- ¥2)° = (r+ ) + (b+ y2- ¢ + x1)° (6);
Con un poco de dgebra vamos obteniendo las siguientes identidades:

(Br5) + (a X1 Vo) = () + (b+ y2-c + X0);

(& X1 ¥2)*- (b+ y2-c + x0)°=0;

[(a X1- y2)+(b+ Y2 - ¢ + X)) (& X1- Y2)- (bt y2-C + X1)] =0;
[a+b-c]fa- b+ c-2%xi+y,)] = 0;

(p- b)- (X1+y2) =0;

Sustituyendo xlzi.(p -b)y y= 8—2.(p - b), obtenemos:
r S
r
(-5 -[ L.(p- ) +2.(p- b)]=0
rPs- sx1- 5, =0 (7)
Si ahora actuamos de igual manera pero con los tridngulos de radiosr, y s, conseguiriamos
lasiguiente relacion

rPs- SX,- g =0 (7)

De ambas expresiones, (7) y (7') resultafinalmente:

XSy S1) = SXr>-ry)
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