UN PROBLEMA DE KVANT
En larevistarusa Kvant se propuso, hace algunos afios, € siguiente problema:
Demostrar que

n

Z['ngn] = kﬁ:[vﬁ]

k=2

Solucion 1(Ma A.Lopez Chamorro)
Seako € N td que

2kl < n < 2k,
Entonces setiene:
ko —1 = [log,n].
Ademés,
[y/n] =1 sk=>ko.

Entonces la suma del segundo miembro de laigualdad propuesta, que llamaremos S,, se
puede escribir como

s é;[m ;tmzm

=D [¥n]+(-ko+1).
2

Por otra parte, setiene:

1
+1

[loggn]=p=p<logn<p+1= 5 <Iognk§%

Y estoimplicaque
Y <k< ¥ = [7¥A] <k< [¥A ]
luego & nimero de valores de k tales que [log,n] = p es
(4R ][]
El mayor valor de [log,n] esko — 1 = [log,n].

Ahora estamos en condiciones de calcular lasuma del primer miembro de la desigualdad
propuesta, que es



S = Z[lOan]
k2

= (o= ([evn]-['9n])
+ (ko= 2)([*e¥m ] - [*vn ])
r2([]-[m])+
+1(n-[¥n])

ko-1
= —(ko—l)["g)/ﬁ]JrZ[,k/ﬁ]Jrn
k=2

ko—1

=Y [N ]+n-k+1=$,
k=2

como queriamos demostrar.

Solucion 2 (M.Ladra)

Procederemos por induccion. Paran = 2, laigualdad se cumple.

Para probar € paso de induccién n — n + 1 basta observar que los nuevos sumandos ™i/n + 1

y log,.,(n+ 1) tienen parte entera 1. Es suficiente estudiar el comportamiento de |os viejos
sumandos.

¢Como cambian después de incrementarse e valor de n en una unidad?

Claramente, s n + 1 no es una potencia exacta de alguin entero con exponente mayor que 1,
entonces los dos miembros no cambian en absol uto.

Sn+1=aj=ay = = ak entoncescadamiembro de larelacion seincrementa por ky
laigualdad se sigue cumpliendo.

Observacion

En relacion con este problema, M.Bencze propuso en larevista rumana Gazeta Matematica el
siguiente problema:

Seap € N}fp = 0,p # 1. Probar que

pn
_ (n=Dp™t—np"+(n+Lp-n

Solucion

Sl1o0] - ([logp ¢ + [y 1)) +

+ ([logyp? ] + -+ + [log,(p* ~ 1) ]} +
+ -+ ([log,p™* ]+ - + [log,(p" — 1) ]) + [log,p" ]
=1e (@ -p)+2p*-p?) + -+ (N=1)(P" - p™) +n
(N=1)p"=p(L+p+p*+-- +p™?)+n
_ (n=Lp™ —np"+(n+1)p—n
p-1 '
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