Teorema de Harcourt

Por Juan Carlos Salazar

1. Introduccion:

Este teorema establece una relacion interesante para el calculo del area (S) de un tridngulo
(ABC), que involucra a los lados del triangulo (a, b, ¢) y las distancias (a,,b,,c,) desde los

vértices (A, B, C) respectivos hacia una tangente cualesquiera sobre el incirculo o
excirculo, segln sea el caso. La Unica referencia escrita de este teorema, facilitada por el
Prof. Francisco Bellot Rosado [1], que se encontrdé sin demostracion por métodos
geométricos, establece la relacion para el caso del incirculo, esto motivo al autor para
tratar de encontrar un método de demostracion apropiado y como resultado del método de
demostracion desarrollado, se interpretd que también es aplicable para el caso del
excirculo [2]. Se incluyen ademas dos problemas de aplicacion de este teorema.

2. Teorema de Harcourt para el Incirculo:

Sea el triangulo ABC con lados a, b y c. Si las distancias desde los vértices A, B y C hacia

una tangente al incirculo por el menor arco cercano al vértice A, son a,,b,,c,

(-a.a, +b.b, +c.c,)
2

respectivamente, luego el area (S) del tridngulo ABC es igual a .(Ver

Fig.1)

Demostrar que:

S=(-a.aqth.bqtc.cq)i2

Demostracion:

Considerando el punto de tangencia H con sus respectivas distancias HR = x, HW =z y
HQ =y hacia los lados AB = ¢, BC = a y AC = b respectivamente, tenemos ademas que
las distancias desde los otros puntos de tangencia D, E y F hacia la tangente LK cumplen
con las siguientes relaciones EG =x, DN =y y FP =z. (Ver Fig.2)




Trazamos por el vértice A, UY // LK también BT // LK // FS, ademas UB // VE // PF //

+b+
AM // XD // YC. Sabemos que p = (atbtc) (semiperimetro).

Luego tenemos que: AM =UL=VG=XN=YK=a ,también CT=c,-b, yCS=¢,-z.
Entonces:

AreaABC = S = AreaAHB + AreaAHC + AreaBHC

S= %.AB.HRJr %.AC.HQ + %.BC.HW
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S=—.cx+—=by+ —.az......... 1
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Por semejanza de triangulos:
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Reemplazando (2),(3) y (4) en (1):

(p_a)(al +b1) _al] + l.b[ (p_a)(al +Cl) _al] + l.a.[cl
c 2 b 2

Simplificando obtenemos:

S=l.c.[ _w]
2 a

_ (-aa, +bb, +cc))
2

S

LQQD.

. Teorema de Harcourt para el Excirculo:

Sea el tridangulo ABC con lados a, b y c. Si las distancias desde los vértices A, B y C hacia
una tangente al excirculo relativo al vértice A, son a,,b,,c, respectivamente, luego el area

(-a.a, +b.b, +c.c))

(S) del triangulo ABC es igual a

.(Ver Fig.3)

Fig. 3 S=(-aaq+bbq+tccq)i2

Demostracion:

De manera similar al método desarrollado para el caso del incirculo, tomamos como
referencia al punto de contacto G de la tangente con el excirculo. Las distancias hacia los
lados o prolongaciones del tridangulo ABC, son GM = x, GT =y y GH = z . Para los
puntos de tangencia D, E y F, sus distancias a la tangente IG cumplen las siguientes
relaciones: DN =x, FP =y, y EL = z. (Ver Fig. 4). Ademas trazamos
EL//FP//Al//BJ//CK, por el vértice B VS//IG, también OD//IG y AQ//IG.



También: OB=b, -x,AV=a,-b ,FQ=y-a,CR=c -a,,UE=2z-b yCS=c¢,-b,.
Entonces:
AreaABC = S = AreaAGB + AreaAGC — AreaBGC

S= %.AB.GM + %.AC.GT —%.BC.GH

1 1 1
S=—.cx+—. by——.az........ 1
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Por semejanza de tridangulos:
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Reemplazando (2), (3) y (4) en (1):

S :%.C.[bl _ (a, _bl)(p_c)] i l.b.[p(CI —-a,)

1
+a,]- —.a
C 2 b 2

Simplificando obtenemos:

[(p_c)(cl _b1)+b1]
a

- (—a.a, +bb, +cc))

5 LQQD.

. Problemas de Aplicacion:

Problema 1:

Sea el tridngulo ABC cuyos excirculos son (Oa), (Ob) y (Oc). Si trazamos AH y CG
perpendiculares a la tangente comun de los excirculos (Oa) y (Oc) , de manera similar
trazamos BF y AE perpendiculares a la tangente comun de (Oa) y (Ob) ademas Bl y CJ
perpendiculares a la tangente comun de (Ob) y (Oc). Demostrar que : AH.BF.CJ =
AE.BLCG. [2] (Ver Fig.1a).

Demostrar que:

AH.BF.CJ = AE.BL.CG




Demostracion:

Aplicaremos el teorema de Harcourt para el caso del excirculo, por tal motivo trazamos las
perpendiculares “que faltan” desde los vértices hacia las tangentes AP, BQ y CT.(Ver Fig.
1b). Por lo tanto tenemos que estas perpendiculares son iguales a las alturas del triangulo
es decir: AP =ha, BQ=hby CT =hc.

Aplicamos Harcourt con la tangente comtn a (Oa) y (Oc):
- (-BC.AH + AC.BQ + AB.CG)

2
= (—a.AH +b.BQ + c.CG)
2
g (—a.AH + b.hb + c.CG)
2

Por lo tanto:

a.AH=c.CG............... (1)

De manera similar, tenemos:

Para la tangente comtn a (Ob) y (Oc):

c.CJ=bBIL.............. (2)
Para la tangente comtn a (Oa) y (Ob):
b.BF =a.AE............... 3)

Combinando (1), (2) y (3) tenemos:
AH.BF.CJ = AE.BL.CG LQQD.
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Problema 2:

Sea el tridngulo equilatero ABC, de lado L. Por un punto del menor arco de su incirculo
cercano al vértice A, se traza una tangente al mismo, de tal forma que las distancias desde
los vértices A 'y B son 18 y 30 respectivamente. Calcular L.(Ver Fig. 2a).

A

Solucion:
Trazamos la perpendicular CS = H, hacia la tangente £ .(Ver Fig. 2b)

A




Aplicamos Harcourt caso del incirculo en el triangulo ABC:
(-BC.AQ+ACBP +ABCS) _ (-L(18)+L(30)+LH)

AreaABC =S =
2 2
g La2+H) (1)
2
También:
2
S= L f ..................... (2)

Por semejanza de tridngulos:

AQE-ESC: %zﬁ L I8 H L (8+H) 18 H

CE ~ AE CE L  AE CE
Luego: AE = 18L y CE= LH
(H+18) (H+18)

AQ_BP , 18 30 .48 18 30
AD BD ~AD BD L AD BD
18L_3L .. 30L_5L

Luego: AD=——= =—
& 48 8 y 48 8

Ademas para el tridngulo ADE:

Al=AK = %: % (AD +AE +DE) de donde: %

_ L(5H-54)
8(H +18)

AQD-BPD:

Luego: DE

Entonces:

AreaADE = DEAQ = SLOH-54) 3)
2 8(18+H)

Aplicando relacion de areas:

ArcaADE _ AD.AE

AreaABC AB.AC

3L 18L
AreaADE (?)( H+18 :
AreaABC L
AreaADE 54

AreaABC  8(H+18)
Combinando (1), (3) y (4) obtenemos:
ArcaADE = 9L(5H - 54) _ 27L(H +12)
8(H+18) 8(H +18)
Luego: SH — 54 =36 +3H de donde H = 45.
De (1) y (2):
g LO2+H) V3
2 4

reemplazando H, finalmente tenemos que L = 38 V3.




5. Comentarios:

Si observamos en la Fig.1a, correspondiente al Problema 1 y denotamos por A’, B’y C’ a
los puntos de interseccion de los pares de perpendiculares BF y CG, AE y CJ, AH y BI
respectivamente, podemos demostrar que el hexdgono AC’BA’CB’ es equilatero con
lado igual al circunradio del tridngulo ABC y el tridngulo A’B’C’ es homotético y
congruente con el tridangulo ABC, teniendo como centro de homotecia al centro del circulo
de los nueve puntos del triangulo ABC.

No se descarta que las relaciones obtenidas por medio de la aplicacion del teorema de
Harcourt se puedan obtener por la aplicacion de otras relaciones métricas ya conocidas, sin
embargo creemos que el conocimiento de este teorema facilitard establecer las relaciones
correspondientes por su aplicacion de una forma directa, como conclusiéon podemos
afirmar que tenemos una nueva herramienta para aprovecharla.

Finalmente no podemos dejar de mencionar que este teorema puede ser generalizado en
una forma analitica, cuya relacion se puede establecer haciendo uso de coordenadas
baricéntricas homogéneas.[2]
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