Problema 40

Una circunferenciade radio r es tangente aloslados AB y AC del tridngulo ABC, y su centro
estd aunadistanciap del lado BC.
i) Probar que: a(p-r)=2s(r-r),
donder es e radio de la circunferenciainscritay 2ses el perimetro del tridngulo.

i) Demostrar también que s la circunferencia de radio cortaa BC en los puntosD y E,

4\/r.ra.(r -r).(r,-r) _ . _ . .
entonces DE = , donderzesd radio delacircunferencia exinscrita
ro-r

correspondiente a A.

Sol:
i) Para una mayor comprension del enunciado, sea considerada la siguiente ilustracion:

Sea d triangulo ABC y su circunferencia
inscritade centro | y radior.

Sea también la circunferencia tangente a
losladosAB y ACenlospuntosG' vy F,
respectivamente.

Su centroese punto O y € radior,
siendo la distanciade O hasta el lado BC
igual ap.

La semejanza existente entre los triangulos

F
ABC y AFG permite establecer |a siguiente
relacion:
B

£=S'_a :_r de donde
AG AG r

AG=(sa.r /r.

También tendremos que: FG=ar /r.

Por tanto, el semiperimetro del triangulo AFG esigua aAG + FG. Asi su&ea S esigua a:
S=[(sa.r /r+ar /r].r

Por otro lado, € trapecio BFGC cuyas bases son FG y BC tiene como &ea T € valor:
T=1V2[ar/r + &.(p-r)
Por fin, € &ea S del tridngulo ABC esigual aS=sr

Veamos que de larelacion entre &reas S + T = S, obtenemos la identidad deseada.

[(sa.r/r+ar/r]l.r + Y2[ar/r + &.(p-r1) = sr;
[(sa.r?+ar?]+ YU2[ar + ar].(p-r) = sr?;

12a(r +r).(p-r) = sr’- sr?;

a(r +n.(p-r) =2s(r-r)(r+r); | a(-r) =2s(r-r) |




Nota: Para otra configuracion diferente del triangulo tangente alos lados AB y AC del triangulo
dado, € procedimiento es similar a efectos de computo, pero la relacion antes demostrada ya no
seguiria siendo véida. Busguemos la relacion existente en otra situacion.

Relacion que seria deducida de |os siguientes datos:

S=[(sa.r /r+ar/r].r
T=12[ar/r + a.(p+r)
S=sr

Entonces. S+ T =S ylareaciéon que
ahora si seriavalida seria la siguiente:

| a(p+r) =2s(r-1n |




i) Demostrar también que s la circunferencia de radio cortaa BC en lospuntosD y E,

4\/r.ra.(r -n).(r,-1)
r,-r

correspondiente a A.

Sol:

entonces DE =

,donder,es € radio delacircunferencia exinscrita

Esta“nueva’ situacion recuerda sobremanera ala situacion del apartado anterior, siempre que

entendamos |os siguientes acuerdos:

La circunferencia exinscrita a triangulo ABC correspondiente a vértice A no es otra que la
circunferenciainscritaa triangulo APQ. Por tanto, e radio r' de esta Ultima serédigua ar..

p Q

Lacircunferencia tangente alos
lados AB y AC dél tridngulo
ABC no esotraque la
circunferencia tangente alos
lados APy AQ del triangulo
APQ.

Suradioesigua ar yla
distancia del centro hasta e
lado PQ esigua a

1
p’:wfr 2 - ZDEZ +2r,.

Por otro lado, PQ=a=ar,/r
y € perimetro del tridngulo
APQ serdigua a2s=2s.ra/ r.
En definitiva, aplicando el
resultado del apartado anterior
antes visto, tenemos que:
ap-r)=2s.(r-r).

Sustituyendo y operando convenientemente llegamos a las siguientes expresiones:

1
a_ra/r.[wfr 2. ZDEZ +2r,-r]1=2s. 13/ 1.(ra-r);

1
a[1/r 2. ZDEZ +2.0,-1]=25(ra-1);
1
[Jr Z . ZDEZ +2r.-r]=2ga(ra-r);

Teniendo en cuenta la relacion de semejanza existente entre las circunferencias inscrita y
exinscrita. a un mismo triangulo ABC, obtenemos que 1/ ra= (s @)/ s. Dedonde s/a=ra/ (ra- 1).
Sustituyendo ahora esta expresion en la ultima identidad |legamos a los siguientes resultados:

[,/r2 - %DEZ +2.0,-1]1=2.(ra-1). fal (ra- 1);
/r 2 %DEZ =[2.(ra-1).Ta - (2ra-1).(ta= 1 (1 1);



Jr 2. %DE2 =[(2.ra- 2.r - 2ra+r). ra + (2ra-1 )0/ (s 1);
2 1 2
Jr - ZDE =[-r.ara+ (2ra-r)a]/ (ra-1);

VaDE? =12 [-1 ra + (21a-1)0]%/ (e 1)

YaDE? = [(r (fa- 1) - T Mo+ (20a-1)0) [ (tar D] (1 (Ta- 1) +1 Fa = (20a-1)0) [ (1 1)]
YaDE? = [2.(fa- 1 )./ (= D)]. [2.0a.(r - 1)/ (ra T)]

DE? = [16.ra.r (rta-1).(r - N1/ (r 1)

Esdecir,

DE = Mr.ra.(r -1r).(r,-r) cqd.

r.-r
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