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Miguel Amengual Covas
La desigualdad de Euler a partir de otras desigualdades entre elementos
de un triangulo.

Este articulo es continuacion del publicado en el nimero 5 (enero-febrero 2003). En esta
segunda parte se establecen seis desigualdades geomeétricas y dos trigonomeétricas, elementales
las ocho, de las que se deduce inmediatamente la desigualdad de Euler.

Las notaciones que se hacen servir son las habituales para un triangulo ABC .
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resulta
abc 3 8(s- a)(s- b)(s- c)

gue, habida cuentade laformula

r2s=(s- a)(s- b)(s- ¢), (1)
obtenida a partir de la Heron y de la expresion rs para el érea del triangulo,
escribimos equivalentemente en laforma
1 4r

3

2rs  abc

Multiplicando ambos miembros de esta ultima por

a+b+c=2s (2)
obtenemos
a+b+c 3 2)(4rs
2rs abc
= n (pues abc=4Rrs (3))

Resta tan solo observar que

=L+ 2+ (por (2)

:i+—+— (7s :iaha, etc)
h 2



para obtener |a desigualdad enunciada.
Tal desigualdad es equivalente a

1
—+

l:i+ 13
ror, Lo T
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donde r,, r,, r, sonlosradios de las circunferencias excritas al triangulo 4ABC .

En efecto, a partir de las conocidas relaciones
ra(s- a):rb(s- b):r(,(s- c)=rs
resultainmediatamente
1 1 1 s-a+s-b+s-c

4+ 4=
r, r T rs rs rs
1
r
10 6£ra+rb rb+rc+rc+l;=4R-2r
r, r, r r
Tenemos
ra+rb rb r( +rL+}:l = _‘l+r_b9+ai+r_‘9+a;+r_‘l9
rc ra Vb grh ra ﬂ grc rb ﬁ ra rL’ g

Por otra parte, apartir delasrelaciones (2), (3) y ab+ bc+ca =r* +s*+4Rr
y siendo
s-a s-b
+
Lt s rs —_¢
7 §-C s-cC

c

rs
y ciclicamente, resulta
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v, 7, v, s-c¢ s-a s-Db
_ (a+b+c)¥2 - 2(ab+bc+ca)s+3abc
(s- a)(s- b)(s- c)

_ 2s%s% - 25(1’2 +5° +4Rr)+ 12Rrs
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11. 9r£ra+rb+n,£97

Tenemos

rs rs rs
I; +rb+rc =

S-a s b S-C

A5 a)+(s- B)+ (- B r 29

@s-a s-b s-cg
3 9,

gue es la primera desigual dad.

Lasegunda puede escribirse en laforma

s rs s 9abc
+ + £

s-a s-b s-c¢ 8rs

gue es equivalente a

9abc-8r2s2(;~%1 + 1 + 1 930
@s-a s-b s-cg

lacual, enfuncionde x =s-a>0, y=s- b>0, z=s5- ¢>0 seescribe

o +y)(y+2)(z +x)- Broz(x+ y+2ffmr 2423 0
X y y4 g
reduciéndose a

x°y+x°z+xy* +xz°+ y’z+ yz% - 6xyz3 0.

La validez de esta Ultima se establece inmediatamente a partir de la
desigualdad entre las medias aritméticay geométrica: en efecto,



X2y +x’zxy? +xz? +yiz +yz? 2 6%y )Pz ) (o Joez? )2z )o?)
=6xyz

12. 3R£a>¢an§+b>¢an§+c>¢an%£5R- 4y

Si expresamos en funcion x=s-a>0, y=s-b>0, z=s5s-¢>0 las
tangentes de |os semiangul os asi como las longitudes que aparecen, obtenemos

Sty tefeta) o

‘s vz e y)o+a)zvx) [ oz
T af(x+y+z)yz £alr+s) ( - 4

x+y+z)x - 4\/(x+y+z)xyz xty+z

gue se reduce a
Ax+ ) +z)z+x) £ & 4yz(y +2) £5(x +3)(y +2)(z + x)- 16xyz
Unay otra desigualdades son equivalentes a la desigualdad
X’y +x’z+xy? +xz°+ y*z+ yz° - 6xyz3 0

gue hemos visto anteriormente.

13.  9rEm, +m, +m, £97R

Si aplicamos la desigualdad de Cauchy
(x + vy +wz)’ £ (uz +y? +w2)(x2 +y? +zz)

con u=m,, v=m,, w=m,, x=y=z=1 Yy tenemos en cuenta la relacion

3 . .
m>+m?+m’ :Z(a2 +b2+c2) asi como la desigualdad a”+5*+c? £9R?, la cua
a’+b*+c°

resulta inmediatamente de la férmula OG? =R*- — que expresa el

cuadrado de la distancia entre el circuncentro y el baricentro del tridngulo,

obtenemos
2 2 2
m,+m, +m, £1/3_"a2+b2 +025=\/M £97R

verificandose laigualdad si y solo si el triangulo es equilétero.




Por otra parte, multiplicando miembro a miembro las desigualdades
s(s- a): (b +c)2 -a? 3 Z(b2 +cz)- a®

-m
4 4 “
etc., resulta, habida cuenta de (1),

3 2
mambmc rs

y, toda vez que

s=(s-a)+(s- b)+(s- ¢)3® R[[s- a)(s- b)s-¢c) = Rr?s

por(1)

0, equivalentemente,

s%3 27r?

2 3
m,+m, +m_ 3 Rfm mm, 3 Rlrs* 3 R27r7 =9r

obtenemos

verificandose laigualdad si y solo si el triangulo es equi latero.

14.  cost B oosB- Ccosc_ A3 2r
2 2 2 R

Sustituyendo % por suigual 8sn g sn g an % , Obtenemos

gsn2snZ anC g cos? B eosB Coos (4)
2 2 2 2 2 2

equivalente a la propuesta.

. . A in A
Siendo sn—= S

- ., A B C
, €tc. y positivos los numeros cosz, cosE y cosz,
2COSE

la desigualdad (4) se escribe equivalentemente

sn4snBsnC £COSA-ZBCOS%+COSB- Ccos§+cosc_ Acosg (5) .

Tenemos

A-B __C _1 A- B+C A-B-Co

COS— = —¢Cos +C0S -,

2 2 2 g

A- B+C _ __p-2B
CoS = CoS

2

COS

=d9nB

-A+B+C _ __p-24

CoS =CoS > = COoS =d9n 4

A- B-C
2

de donde se sigue



A- B C 9nA+d9nB
coS—=—"——
2 2

COS

y ciclicamente.

Para establecer la validez de (5), hacemos servir la desigualdad entre las
medias aritméticay geométrica en la siguiente:

A-B __C B-C A C-4_ B
COSE +C0S cosE + COS COSE =

COSs

_ s'nA+s'nB+s'nB+s'nC+s'nC+s'nA
2 2 2

3 ./dn A>sn B x/sn B>an C %/dn C>6n 4

=dn A>€n BxanC

15.  9rE£h +h, +h, £97R

Tenemos
1 2l 1 106
(n +n, "'hc)x;:(ha +h, +h“)§Z+Z+Z§3 9
de donde

(h, +h, +h )3 9 .
Por otra parte, la siguiente desigualdad
a=(s- b)+(s- 0)3 2\/(s-b)As- ¢

a’3 4(S- b)><(s- c)

1 1 4
+ 3 1,
s-b s-c¢ a

esequivalente a

y laescribimos en laforma

Anaogamente,

1 1
+

sS-c S-d4a

, 4 1,1 .4
b s-a s-b c
Lasumade estas tres Ultimas desigual dades es

1 + 1 + 1 32¢ﬁ_+2+£9

s-a s-b s-¢c eéa b cg

la cual, después de multiplicar por el valor S del areadel tridngulo se reduce a



r;l +rb+rc 3 ha +hb +hc 1
de laque resulta (ver la desigualdad nimero 11)

ha+hb+hc£97R
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XVIIl Olimpiada | ber oamericana de Matemética
Primer Dia
16 de septiembr e de 2003

1. a) Setienen dos sucesiones cada una de 2003 enteros consecutivos, y un tablero de 2
filasy 2003 columnas

Decidasi siempre es posible distribuir los nimeros de la primera sucesién en la primera
filay los de la segunda sucesion en la segunda fila, de tal manera que los resultados
obtenidos a sumar los dos nimeros de cada columna formen una nueva sucesion de
2003 nUmeros consecutivos.

b) ¢Y s sereemplaza 2003 por 20047

Tanto en a) como en b), si la respuesta es afirmativa, explique cdémo distribuiria los
nimeros, y S es negativa, justifique € porqué.

2. Sean Cy D dos puntos de la semicircunferencia de diametro AB tales que By C estan en
semiplanos distintos respecto de la recta AD. Denotemos M, N y P los puntos medios de
AC, DBy CD, respectivamente. Sean Op Y Og los circuncentros de los triangulos ACP y
BDP. Demuestre que las rectas OaOg y MN son paralelas.

3. Pablo estaba copiando el siguiente problema:
Considere todas |as sucesiones de 2004 nimeros reales Xy, X, ,X, -+, X003 »
tales que

% =1,
0f x £ 2x%,,
O£ x, £2x,

O £ X2003 £ 2X2002 '

Entre todas estas sucesiones, determine aquella para la cual la siguiente
expresion toma su mayor valor: S=---.

Cuando Pablo iba a copiar la expresion de Sle borraron la pizarra. Lo Unico que pudo
recordar es que Serade laforma

S=xx #X% EeE Xon02 T %003 5
donde el Ultimo término, X,,,;, tenia coeficiente +1, y los anteriores tenian coeficiente

+1 6 —1. Demuestre que Pablo, a pesar de no tener e enunciado completo, puede
determinar con certeza la solucién del problema.

Duracioén: 4¥horas
Cada problema vale siete puntos Versién en espafiol



XVIIl Olimpiada | ber oamericana de Matemética
Segundo Dia
17 de septiembr e de 2003

4. Sea M :{1,2,...,49} el conjunto de los primeros 49 enteros positivos. Determine el
maximo entero k tal que el conjunto M tiene un subconjunto de k elementos en € que no
hay 6 nimeros consecutivos. Para ese vaor maximo de k, hale la cantidad de
subconjuntos de M, de k elementos, gque tienen la propiedad mencionada.

5. En e cuadrado ABCD, sean P y Q puntos pertenecientes a los lados BC y CD
respectivamente, distintos de los extremos, tales que BP=CQ. Se consideran puntos
XeY, X1Y, pertenecientes alos segmentos APy AQ respectivamente. Demuestre
gue, cualesquierasean X e Y, existe un triangulo cuyos lados tienen las longitudes de los
segmentos BX, XYy DY.

6. Se definen las sucesiones (a,) , ., (b,) ,, Por:
B9=1, =4 vy
B =8 thy, b =™+a,  paan? 0.

Demuestre que 2003 no divide a ninguno de |os términos de estas sucesiones

Duracién: 4¥horas
Cada problema vale siete puntos Version en espariol



XVI1Il Olimpiada I bero-americana de M atematica
Primeiro Dia
16 de Setembro de 2003

1. a) Témse duas sucessdes, cada uma de 2003 inteiros consecutivos, e um tabuleiro de 2
linhas e 2003 colunas

Decida ® € sempre possivel distribuir os nimeros da primeira sucessdo na primeira
linha e os da segunda sucessdo na segunda linha, de modo que os resultados obtidos ao
somar os dois nimeros de cada coluna formem uma rova sucesséo de 2003 nimeros
CONSecutivos.

b) E se trocassemos 2003 por 2004?

Tanto em a) como em b), s a resposta for afirmativa, explique como distribuiria os
nuimeros, e se for negativa, justifique o porqué.

2. SgamC e D dois pontos da semicircunferéncia de diametro AB tais que B e C estédo em
semiplanos distintos em relacdo a recta AD. Denotemos por M, N e P os pontos médios
de AC, DB e CD, respectivamente. Sejam Oa e Og 0s circuncentros dos triangulos ACP
e BDP. Demonstre que as rectas OaOg e MN sdo paralelas.

3. Pablo copiava o seguinte problema:
Considere todas as sucessdes de 2004 NUMeEros reais (Xo, X, ,% .-+ %003 )
tais que
% =1,
0Ff x £ 2%,
Of x, £2X,

O £ X2003 £ 2)(2002 )
Entre todas estas sucessies, determine aquela para a qual a expressao
seguinte assume 0 seu maior valor: S=---.

Quando Pablo ia copiar a expressdo S, apagaram o quadro. SO conseguia lembrar-se de
gue Seradaforma

S:ixl X £ 2 X0 F Xoggs s
onde o Ultimo termo, X,..,, tinha coeficiente +1, e os anteriores tinham coeficiente +1

ou —1. Demonstre que Pablo, apesar de réo ter o enunciado completo, pode determinar
com certeza a solucéo do problema.

Duracéo: 4%oras
Cada problema vale sete pontos Verséo em portugués



XVI1Il Olimpiada I bero-americana de M atematica
Segundo Dia
17 de Setembro de 2003

4. Sga M ={1,2, . ,49} 0 conjunto dos primeiros 49 inteiros positivos. Determine 0 maior
inteiro k tal que o conjunto M tenha um subconjunto de k elementos em que réo haja6
nimeros consecutivos. Para esse vaor méximo de k, encontre a quantidade de
subconjuntos de M, de k elementos, que tenham a propriedade mencionada.

5. No quadrado ABCD, sgam P e Q pontos pertencentes aos lados BC e CD
respectivamente, distintos dos extremos, tais que BP=CQ. Consideram-se pontos X e Y,
X 1Y, pertencentes aos segmentos AP e AQ respectivamente. Denpnstre que,
guaisquer que sggam X e Y, existe um tridngulo cujos lados €m os comprimentos dos
segmentos BX, XY eDY.

6. Definem-se as sucessbes (a,) . ., (b,) ., Por:
a=1, by=4 e
B =8 thy, b =™+a,  paan? 0.

Denonstre que 2003 réo divide nenhum dos termos destas sucessies.

Duracéo: 4%oras
Cada problema vale sete pontos Verséo em portugués



V Olimpiada Matematica Centroamericana y
del Caribe.

Costa Rica, 26 de Agosto de 2003.
Primer dia

Problema 1. Dos jugadores A y B, juegan por turnos el siguiente juego: Se
tiene un montén de 2003 piedras. En su primer turno, A escoge un divisor
de 2003, y retira ese numero de piedras del montén inicial. Posteriormente,
B escoge un divisor del nimero de piedras restantes, y retira ese nimero de
piedras del nuevo montoén, y siguen asi sucesivamente. Pierde el jugador que
retire la ultima piedra. Demostrar que uno de los dos jugadores tiene una
estrategia ganadora y describir dicha estrategia.

Nota: Se entiende por estrategia ganadora un método de juego que le garan-
tiza la victoria al que lo aplica sin importar lo que haga su oponente.

Problema 2. Sea S una circunferencia y AB un diametro de ella. Sea t
la recta tangente a S en B y considere dos puntos C, D en t tales que B
esté entre C'y D. Sean E y F' las intersecciones de S con AC'y AD y sean
G v H las intersecciones de S con C'F'y DE. Demostrar que AH = AG.

Problema 3. Sean a, b enteros positivos, con a > 1y b > 2. Demostrar que
a®+ 1> b(a+ 1) y determinar cuéndo se tiene la igualdad.

Tiempo: 4 horas 30 minutos.
Cada Problema vale 7 puntos.



V Olimpiada Matematica Centroamericana y
del Caribe.

Costa Rica, 27 de Agosto de 2003.
Segundo dia

Problema 4. Sean S; y S; dos circunferencias que se intersectan en dos
puntos distintos P y ). Sean ¢; y ¢ dos rectas paralelas, tales que:

i. /1 pasa por el punto P e intersecta a S; en un punto A; distinto de P
y a S en un punto A, distinto de P.

ii. /5 pasa por el punto () e intersecta a S; en un punto B; distinto de @)
y a Sy en un punto B, distinto de Q.

Demostrar que los triangulos A;QAs y By PB, tienen igual perimetro.

Problema 5. Un tablero cuadrado de 8cm de lado se divide en 64 casillas
cuadradas de lcm de lado cada una. Cada casilla se puede pintar de blanco
o de negro. Encontrar el niimero total de maneras de colorear el tablero de
modo tal que cada cuadrado de 2cm de lado formado por cuatro casillas con
un vértice comun, contenga dos casillas blancas y dos negras.

Problema 6. Digamos que un entero positivo es tico si la suma de sus digitos
(en base 10) es multiplo de 2003.

i. Demostrar que existe un entero positivo N tal que sus primeros 2003
multiplos, N,2N,3N,---  2003N, son todos ticos.

ii. ;jExiste algin entero positivo N tal que todos sus multiplos sean ticos?

Tiempo: 4 horas 30 minutos.
Cada Problema vale 7 puntos.



V Olimpiada Matematica Centroamericana y
del Caribe.

Costa Rica, 25 al 30 de Agosto de 2003.
Soluciones Prueba 1 y Prueba 2

Problema 1.

Solucion oficial: Mostraremos que el jugador B tiene estrategia ganado-
ra. Notese que en cada jugada se retira al menos 1 piedra, por lo que siempre
debe existir un perdedor.

Al inicio, A en su turno recibe un montén impar de piedras (2003). Como
todos los divisores de un impar son impares, A dejard a B un nimero par de
piedras ( impar-impar = par) .

- Si le deja 0 piedras, que es par, B gana.

- Si le deja un nimero par de piedras mayor a 0, B retira cualquier divisor
impar del nimero de piedras restantes (por ejemplo 1) y de este modo le deja
de nuevo a A un montén impar de piedras. Si B repite sucesivamente este
método nunca perdera ya que siempre deja al menos 1 piedra. Entonces A
sera el perdedor y B se asegura la victoria.

Problema 2.

Solucién oficial: Como LZAGB = ZAHB = 90° y los tridangulos AGB y
AH B tienen el lado comun AB, seran suficiente con demostrar que ZABH =
ZABG pues entonces los triangulos AGB y AH B son congruentes y por tanto
AG = AH.

Como AEBH y AGBF son cuadrilateros ciclicos, entonces ZAEH =
/ABH y /GBA = Z/GFA.

Ahora, como ZAEH + ZCED = 180° = Z/GFA+ ZCFD, si ZCED =
/ZCFD, entonces ZAEH = /GF A.

Para demostrar que ZCED = ZCFD basta demostrar que CEF'D es
ciclico. Esto se sigue de ver que el tridngulo ABE es semejante al triangulo
ABC' y que el triangulo AF'B es semejante al triangulo ABD.

Entonces de la primera semejanza, AB? = AE - AC y de la segunda
semejanza, AB2 = AD-AF. En consecuencia, AE-AC = AD-AF y CEFD
es ciclico.



Otra manera de probar que CEFD es ciclico es observando que los
tridngulos AEB y ABC son semejantes ya que son rectangulos y comparten
el angulo ZEAB = ZC AB. Por lo tanto ZABE = ZBC A.

Ademas ZABE = ZAFFE ya que ABEF es ciclico y ambos angulos
subtienden el mismo arco. Luego

ZEFD =180°— ZAFFE = 180°—- ZABE = 180° - LZACB = 180° — ZECD.

Por lo tanto, ZEFD + ZECD = 180° y CEF D es ciclico.

Problema 3.

Solucion oficial: Se procedera por induccion sobre b.

Para b = 3, se tiene que a®*+1 = (a+1)(a* — a+1). Para mostrar que esta
expresion es mayor que 3(a+ 1) es suficiente demostrar que (a*> —a+1) > 3,
lo cual es cierto pues a®* —a+1 > a(a — 1) > 2.

Ahora supdngase que la expresion es cierta para algin valor de b, es decir,
se cumple que a’ + 1 > b(a + 1). Se demostrara ahora para b+ 1.

Noétese que

a1 =a@+1)—(a+1)+2>abla+1)— (a+1)+2,

donde la ultima desigualdad se tiene por la hipdtesis de induccién. La tltima
expresion se puede reescribir como

abla+1)—(a+1)+2=(a+1)(ab—1)+2> (ab—1)(a+1).

Finalmente, ab—1>2b—1= (b+1) + (b—2) > b+ 1, lo cual es cierto.

Por tanto, la desigualdad se vuelve estricta después de b = 3. Retomando
el caso b = 3, se observa que a(a — 1) = 2 tnicamente cuando a = 2. Por
tanto, se ha demostrado por induccion que la desigualdad siempre se tiene,
y que la igualdad se da inicamente en el caso a = 2, b = 3. Esto concluye la
solucion.

Solucion alternativa 1: a > 2, b > 3, dividimos en dos casos:

1. b impar.

A+ 1=+ —a"2+a" 3 a4+ +a’—a+1)

2



como a + 1 > 0, basta demostrar que

(ab—l_ab—2>+(ab—3_ab—4)+...+( 2—@)—{—12() (*)

Del lado izquierdo tenemos = sumandos entre paréntesis, cada uno
2 )

de ellos mayor o igual a a> —a = a(a—1) > 2-1 = 2. Por tanto el lado
izquierdo es mayor o igual a b’Tl veces 2 mas 1, es decir, mayor o igual
a b. Con ello se prueba la desigualdad requerida (x).

2

Obsérvese que si a > 2 entonces a” —a > 2 y la desigualdad es estricta.

Ademas, todos los sumandos entre paréntesis en (x) son de la forma
a™(a* — a) con n > 0 par.

Luego, si n > 2, a"(a®> —a) > a*(a®* — 1) > 4-2 = 8 > 2. Entonces,
si b > 3 en (%) hay mds de un sumando entre paréntesis y por tanto
alguno mayor a 2. Asi, la desisgualdad es estricta para b > 3.

b par. Utilizaremos el caso anterior.

a+1 = "' +1+a"a-1)>0-1)(a+1)+a" (a—-1)
> (b—D(a+1)+a" ' =bla+1)+a"'—a—1.

' —a—1>0. Asi que

Para concluir, nétese que como b — 1 > 3, a’~
A+ 1>bla+1)+a"'—a—1>bla+1).

La igualdad ocurre sélosia =2y b= 3.

Solucién alternativa 2: Se procedera por induccion sobre a.

Para a = 2 se tiene que mostrar que

2° + 1> 3.

Esta desigualdad se probard, a su vez por induccion sobre b.

Para b = 3, 22 +1 = 3 -3 y se cumple la igualdad para a = 2,b = 3.

Supéngase que 2° 4+ 1 > 3b para un valor de b > 3. Como se cumple que
20 > 3, sumando ambas desigualdades se tiene que 2°t1 +1 > 3(b+ 1) con lo
cual ademas vemos que si a = 2 sélo hay igualdad para b = 3.

Ahora concluiremos la induccién. Supongamos que
a®+1>b(a+1),

3



para algtin valor de a > 2 y b > 3. Luego

(a+1)b+1=ab+(b)ab_1+---+1b+12b(a+2).

1
Esto completa la inducciéon y ademés muestra que si a > 2, no se cumple la
igualdad. Por tanto, la desigualdad siempre se tiene, con igualdad solamente
sia=2yb=3.

Solucion alternativa 3:
Notemos que 2" > n + 1 para n > 0. Entonces, si a = 2 tenemos

a®=2"=4.2"2> 40— 1),

y claramente 4(b — 1) > 3b — 1 pra b > 3. Para b = 3 se da la igualdad.
Ahora, si a > 2 tenemos

a = (1+(@-1)">@-1)"+bla—1)+1>2"+bla—1)+1
= 2.2 4 bla—1)+1>20b—1)+bla—1)+1=0bla+1) 1.

Solucién alternativa 4: Consideramos las sucesdion es de niimeros entre
1y a de longitud b. En total, hay a” sucesiones de éstas. Veremos que si a > 3
6 a=2yb>4hay al menos (a + 1)b sucesiones distintas.

Caso a > 3:

11...1k1---1conk > 1 — (a — 1)bsucesiones
b
11...122---1 — bsucesiones
b
11...133---1 — bsucesiones
b
en estos ultimos casos consideramos también 21---12 y 31---13
Luego, (a —1)b+b+b= (a+1)b
Casoa=2,b> 3:

11...121---1 — bsucesiones
—_—
b



11...1221...1 — bsucesiones
ks

11...12221---1 — bsucesiones
b

en estos ultimos casos consideramos también 21 --- 12y 2211-.-12y 21..-122.
Notese que las sucesiones el iltimo caso son distintas pues b > 3.
Luego si a > 26b > 3

a®>bla+1)>bla+1)—1.

Si a = 2yb = 3 se da la igualdad.

Problema 4.

Solucién oficial: Se demostrara que los triangulos A1QQAs y B; PBs son
congruentes, de donde el resultado se sigue de forma inmediata.

Nétese inicialmente que como AP || B1Q, entonces A; PQB; es un tra-
pecio isésceles y sus diagonales son iguales, de donde A() = B;P. Aho-
ra bien, como /PAQ) = ZPB;Q por estar inscritos en el mismo arco, y
ZPAyQ = PB>(@ por la misma razon, entonces ANA1QA; y AByPB; son se-
mejantes. Como ya se demostré la igualdad entre un par de lados adyacentes,
la congruencia de los triangulos se sigue, y el resultado es ahora inmediato.

Solucion alternativa 1:

/ZPAQ = ZPB;Q, por estar inscritos en el mismo arco en Sj.
/ZPAQ = ZPB>(Q, por estar inscritos en el mismo arco en Ss.
Ay B>QP es ciclico, por lo que:

LAsBQ = LA PQ(1)
A1 PQ) By es ciclico, por lo que:
lApo - 1800 - 4@31/11(2)

De (1) y (2) se sigue que ZA3ByQ +Q By A; = 180°, por lo que A, B; || Ay Bs.
Asi, A;A;By By es un paralelogramo y sus lados opuestos son iguales y
ello implica que A1 Ay = B1B».
Finalmente, por el criterio de congruencia angulo-lado-angulo, los triangu-
los AiQAs v B1PB> son congruentes, y el resultado se sigue.

5



Nota: De hecho, se puede demostrar que los tridngulos A;QAs y B1PBs
son congruentes si y sélo si A1Ay || BiBy o A1By || PQ || A2Bs. Se ha
utilizado la formulacién propuesta para no mostrar tan claramente, desde el
enunciado, lo que se debe hacer.

Solucién alternativa 2:

/PAIQ = /ZPBQ,y ZPAsQ = ZPB>(@ por estar inscritos en un mismo
arco. Luego A1 A>(Q) v B1ByP son triagulos semejantes. La altura correspon-
diente a@) y a P en dichos tridgulos es la distancia entre las rectas paralelas ¢,
y {5. Por tanto, por tener una altura correspondiente igual y ser semejantes,
A1A5Q) y BBy P son congruentes y el resultado se sigue.

Problema 5.

Solucion oficial: Coloreemos la primera fila de casillas de cualquier ma-
nera y tratemos de extender la coloracién a todo el tablero. Si dos casillas
consecutivas de la primera fila tienen el mismo color, las dos que estan debajo
de ellas en la segunda fila deben recibir el color opuesto, y es facil ver que hay
una unica manera admisible de colorear las casillas restantes de la segunda
fila, a saber, con el color opuesto al de la casilla correspondiente en la primera
fila. Este razonamiento se repite para la tercera, la cuarta. .. hasta la dltima
fila. En cambio si en la primera fila no hay casillas consecutivas del mismo
color, es decir si se colorea BNBNBNBN o NBNBNBNB, entonces la segunda
fila admite cualquiera de esas dos coloraciones alternadas, y lo mismo la
tercera y las filas restantes. En resumen, cada una de las dos coloraciones
alternadas de la primera fila se puede extender de 27 maneras, mientras que
cada una de las 28 —2 coloraciones no alternadas se extiende de manera tnica.
En total se obtienen entonces 2 - 27 4 28 — 2 = 22 — 2 = 510 coloraciones.

Solucién alternativa:

Cada fila del tablero admite dos ¢oloraciones alternadas”, a saber BNBNBNBN
y NBNBNBNB. Si cada fila se colorea de alguna de estas dos maneras se ob-
tiene 2% = 256 coloraciones vélidas.

Hay sélo 2 coloraciones que pueden obtenerse de ambas maneras, es decir
que tienen cada fila y cada columna alternada: son las coloraciones del tablero
de ajedrez (con la casilla inferior dereche blanca) y su opuesta. Por lo tanto
hay 28 + 2% — 2 = 256 + 256 — 2 = 510 coloraciones vélidas que tienen todas



las filas alternadas 6 todas las columnas alternadas.

Ahora veamos veamos que no hay mas coloraciones validas que éstas 510.
Si hubiese otra, tendria alguna fila ¢ con dos casillas contiguas (i, 5), (4,7 +1)
del mismo color. Es facil ver que para cualquier fila ¢’ las casillas (4, j), (7, j+1)
son del mismo color. Analogamente, existe una columna h con dos casillas
contiguas (k, h), (k+1, h) del mismo color, y para cualquier A’ se debe cumplir
que (k,h'),(k+ 1,h') son del mismo color. Pero entonces las cuatro casillas
(k,h),(k+1,h),(k, 1), (k+ 1, )serfan del mismo color y por tanto la colo-
racion del tablero no seria valida.

Problema 6.
Solucion oficial:

1. 1.

11.

Se construye N con 2003 unos (1’s) separados por grupos de tres
(3) ceros. Ast:

N = 1000100010001 - - - 100010001.

Si s(n) denota la suma de los digitos de n, entonces s(/N) = 2003.
Si k es un entero entre 1y 2003, N -k es igual a 2003 k’s separados
por grupo de 3,2,1 6 0 ceros, de acuerdo a si k tiene 1,2,3 6 4 cifras.
En cualquier caso, s(IV - k) = 2003k y N - k es tico.

Supongamos que existe un tal nimero N. Escribimos N = 2°5° N,
donde N; es coprimo con 10. Sea v := max{«,}. Para cada
entero positivo m, tenemos que m - 277578 = m . N, - 107 y
s(mN;107) = s(mNy). Por lo tanto, podemos suponer que N es
coprimo con 10 (si no, cambiamos N por Ny).
Como N; es coprimo con 10, es bien conocido que existe un multi-
plo suyo A de la forma

A=11...1

—

{ veces

(de hecho, tomando M = 9N y poniendo ¢ := ¢(M) por el Teo-
rema de Euler tenemos que 10°™) — 1 = 0 (mod 9N), y por lo
tanto,

10¢M) _ 1
11...1 :O—
— 9
@(M) veces



se divide por N).

Entonces A es un miltiplo de N y s(A) = £. Por lo tanto ¢ es un
multiplo de 2003. De acé se puede concluir de dos maneras:

1. Entonces 6A y 4- 101 A son muiltiplos de N y la suma de ellos

también, y es

44 ...45066...6

{—2 veces {£—1 veces

cuya suma de digitos es 4(¢{ —2) +5+6(¢( — 1) = 10¢ — 9. Como ¢
se divide por 2003, 10¢ — 9 no se puede dividir por 2003, y hemos
obtenido la contradiccion deseada.

2. Tenemos

£ veces

entonces A - 19 es

99...9+11...10=211...109

{ veces ¢ veces {—2 veces

y por tantro s(A-19) = ¢+ 9. Pero £ y £ + 9 no pueden ser
simultaneamente multiplos de 2003.

Solucién alternativa para ii.:

ii. La respuesta es no. Se procedera por reduccién al absurdo. Supon-
gamos que existe N = ajas---a, con la propiedad que k - A es
tico para todo k entero positivo. Se puede suponer sin pérdida
de generalidad que a, # 0, ya que si N = 10" - z, entonces x
también tiene la propiedad porque s(k-10"-x) = s(k-x). Entonces,
calcularemos s((10™ — 1)N) y s((10"*t — 1)N):

- Si N, en base 10, es ajas - - - a,, entonces (10" — 1) N, en base 10,
es

ajas - ap_q1(an —1)(9—a1)(9—az) - (9 —a,—1)(10 — a,)

y asf s((10" — 1)N) = 9n.
- (10" — 1) N, en base 10, es

ajas - ap_1(a, — 199 —a1)(9 —as) -+ (9 — a,—1)(10 — ay,)
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y asf s((10"™ —1)N) = 9n + 9.
Pero como 9n y 9n 4+ 9 no pueden ser ambos multiplos de 2003,
N no cumple la propiedad deseada.

Un argumento alternativo al dado en la parte final de ii. es el siguente:

Se prob6 que s((10™ — 1)N) = 9n. Entonces, como (2003,3)=1, n es
multiplo de 2003. Pero se observa que 11N tiene n+ 1 6 n+ 2 cifras, y
su ultima cifra es a, # 0. Asi, por por el razonamiento anterior n + 1
6 n+2 debe ser también multiplo de 2003, lo cual es una contradiccion.
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XIV Olimpiada Matematica de Paises del Cono Sur

24 al 30 de mayo de 2003
Ica - Peru

Pruebas
Primer dia
Problema 1

En un torneo de fatbol entre cuatro equipos A, B, C y D, cada equipo juega con cada uno de los otros una
sola vez.

a) Decidir si es posible que al finalizar el torneo, las cantidades de goles anotados y recibidos por los equipos
sean:

Féginalde?2

[Equipo A B llc D
|Goles anotados |l [E |6 7
IGoles recibidos |l |14 |la |5

Si la respuesta es afirmativa, dar un ejemplo para los resultados de los seis partidos; en caso contrario,
justificar por qué.

b) Decidir si es posible que, al finalizar el torneo, las cantidades de goles anotados y recibidos por los
equipos sean:

[Equipo A [E lc o
|Goles anotados IR I3 IB |13
[Goles recibidos |l4 |la |l4 |1

Si la respuesta es afirmativa, dar un ejemplo para los resultados de los seis partidos; en caso contrario,
justificar por qué.

Problema 2.
Sea la sucesioén {an} definida de la siguiente forma:
a,;=1

a,=3

a,,,=28,,, 8., para todo n mayor o igual que 1.

Probar que la maxima potencia de 2 que divide a,q0g — 84005 €S 22003

Problema 3

05/10/2003
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Sea ABC un triangulo acutangulo tal que el angulo B mide 60°. La circunferencia de didmetro AC corta a las
bisectrices interiores de los angulos Ay C en los puntos M y N, respectivamente (M distinto de A y N distinto

de C). La bisectriz interior del angulo B corta a MN y AC en los puntos R y S, respectivamente. Demostrar
gue BR es menor o igual a RS.

Duracion 4 horas.
Segundo Dia
Problema 4

En un triangulo acutangulo ABC, los puntos H, G y M se encuentran sobre el lado BC, de modo que AH, AG
y AM son altura, bisectriz y mediana del triangulo, respectivamente. Se Sabe que HG=GM, AB=10 y AC=14.
Determinar el &rea del triangulo ABC.

Problema 5

Sea n=3k + 1, donde k es un entero mayor o igual que 1. Se construye un arreglo triangular de lado n
formado por circulos del mismo radio como el mostrado en la figura cuando n=7.

@

O
006
Seceee
0000000

Determinar, para cada k, el mayor nimero de circulo que pueden colerearse de rojo de tal modo que no haya
dos circulos de color rojo tangentes entre si.

Problema 6.

Demostrar que existe una sucesion de enteros positivos x1, x2, X3, .. xn, ... que satisface las dos condiciones
siguiente:

i. contiene exactamente una vez cada uno de los enteros positivos
ii. paracadan=1,2, ... la suma parcial x1 + x2 + ... + xn es divisible por nn

Duracion: 4 horas

Version en portugués (sitio OBM en PDF)

| Namero 9|
| Principal Olimpiada |
Proaramacion OEl | Principal OEI | Contactar

file://X:\campusoei\oim\revistaoim\cono9.htm 05/10/2003



Problema 33

(I.Sharygin; comunicado al editor por el Prof. Jean-Louis Ayme, St.Denis, isla de la Reunién, Francia)

Sean C1y C 2dos circunferencias secantes en Py Q. Seat una tangente comuin a las dos
circunferencias. Sean Ry S los puntos de contacto respectivos detcon C 1y C 2.

Sean:

A, un punto de Cy;

B, el segundo punto de interseccién de AP con C 3;

C, el segundo punto de interseccién de C 1 con la paralela a BS que pasa por R;
D, el segundo punto de interseccion de CQ con C ».

Demostrar que RAy SD son paralelas.



Sea T un punto sobre larecta RSen ladireccion RS. Como RC|BS, entonces /. CRT = /_BST.
Por ser t tangente a ambos circulos obtenemos /. RAC = / SDB = 6. Esto quiere decir que una
rotacion del plano en @ llevalarecta AC alarecta AR, y larectaDB alarecta DS, por tanto basta
probar que AC|DB. Para ver esto, notemosque /. DBP = /. DQP = /. CQP = /. PAC,y
terminamos.



Problema 39.-

Una circunferencia concéntrica con la circunscrita al triangulo ABC cortaa ACenEyY E'; a
ABenFyF.LasrectasEFy E'F cortanaBCen Dy D’. Demostrar queD y D’
equidistan del centro de la circunferencia.

Soluciénde Ricardo Barroso Campos Departamento de Didactica de las Mateméticas.
Universidad de Sevilla.

Tengamos la figura correspondiente.

SeaAB=c,AC=Db,BC=a

Por ser circunferencia concéntrica con la circunscrita, tenemos que:
AF=AT-TF=BT-TF =FB=m, AE=AQ-QE=CQ-QE'= EC=p.
Sea DB=u.

Es, aplicando €l teorema de Menaao (considerando longitudes absolutas sin tener en cuenta
los sentidos de los segmentos) al triangulo ABC con la transversal FED:



u (b-p) m = (u+a) p (c-m).

De igual modo, al tener en cuenta la configuracion correspondiente, es:

w (b-p) (m)= (w+a) p (c-m).

Dividiendo ambas expresiones, nos queda:

u/w= (uta)/(w+a), de donde u=w.



Asi, cqd, esDR =RD" y por ello, OD=0D’



Problema 40

Una circunferenciade radio r es tangente aloslados AB y AC del tridngulo ABC, y su centro
estd aunadistanciap del lado BC.
i) Probar que: a(p-r)=2s(r-r),
donder es e radio de la circunferenciainscritay 2ses el perimetro del tridngulo.

i) Demostrar también que s la circunferencia de radio cortaa BC en los puntosD y E,

4\/r.ra.(r -r).(r,-r) _ . _ . .
entonces DE = , donderzesd radio delacircunferencia exinscrita
ro-r

correspondiente a A.

Sol:
i) Para una mayor comprension del enunciado, sea considerada la siguiente ilustracion:

Sea d triangulo ABC y su circunferencia
inscritade centro | y radior.

Sea también la circunferencia tangente a
losladosAB y ACenlospuntosG' vy F,
respectivamente.

Su centroese punto O y € radior,
siendo la distanciade O hasta el lado BC
igual ap.

La semejanza existente entre los triangulos

F
ABC y AFG permite establecer |a siguiente
relacion:
B

£=S'_a :_r de donde
AG AG r

AG=(sa.r /r.

También tendremos que: FG=ar /r.

Por tanto, el semiperimetro del triangulo AFG esigua aAG + FG. Asi su&ea S esigua a:
S=[(sa.r /r+ar /r].r

Por otro lado, € trapecio BFGC cuyas bases son FG y BC tiene como &ea T € valor:
T=1V2[ar/r + &.(p-r)
Por fin, € &ea S del tridngulo ABC esigual aS=sr

Veamos que de larelacion entre &reas S + T = S, obtenemos la identidad deseada.

[(sa.r/r+ar/r]l.r + Y2[ar/r + &.(p-r1) = sr;
[(sa.r?+ar?]+ YU2[ar + ar].(p-r) = sr?;

12a(r +r).(p-r) = sr’- sr?;

a(r +n.(p-r) =2s(r-r)(r+r); | a(-r) =2s(r-r) |




Nota: Para otra configuracion diferente del triangulo tangente alos lados AB y AC del triangulo
dado, € procedimiento es similar a efectos de computo, pero la relacion antes demostrada ya no
seguiria siendo véida. Busguemos la relacion existente en otra situacion.

Relacion que seria deducida de |os siguientes datos:

S=[(sa.r /r+ar/r].r
T=12[ar/r + a.(p+r)
S=sr

Entonces. S+ T =S ylareaciéon que
ahora si seriavalida seria la siguiente:

| a(p+r) =2s(r-1n |




i) Demostrar también que s la circunferencia de radio cortaa BC en lospuntosD y E,

4\/r.ra.(r -n).(r,-1)
r,-r

correspondiente a A.

Sol:

entonces DE =

,donder,es € radio delacircunferencia exinscrita

Esta“nueva’ situacion recuerda sobremanera ala situacion del apartado anterior, siempre que

entendamos |os siguientes acuerdos:

La circunferencia exinscrita a triangulo ABC correspondiente a vértice A no es otra que la
circunferenciainscritaa triangulo APQ. Por tanto, e radio r' de esta Ultima serédigua ar..

p Q

Lacircunferencia tangente alos
lados AB y AC dél tridngulo
ABC no esotraque la
circunferencia tangente alos
lados APy AQ del triangulo
APQ.

Suradioesigua ar yla
distancia del centro hasta e
lado PQ esigua a

1
p’:wfr 2 - ZDEZ +2r,.

Por otro lado, PQ=a=ar,/r
y € perimetro del tridngulo
APQ serdigua a2s=2s.ra/ r.
En definitiva, aplicando el
resultado del apartado anterior
antes visto, tenemos que:
ap-r)=2s.(r-r).

Sustituyendo y operando convenientemente llegamos a las siguientes expresiones:

1
a_ra/r.[wfr 2. ZDEZ +2r,-r]1=2s. 13/ 1.(ra-r);

1
a[1/r 2. ZDEZ +2.0,-1]=25(ra-1);
1
[Jr Z . ZDEZ +2r.-r]=2ga(ra-r);

Teniendo en cuenta la relacion de semejanza existente entre las circunferencias inscrita y
exinscrita. a un mismo triangulo ABC, obtenemos que 1/ ra= (s @)/ s. Dedonde s/a=ra/ (ra- 1).
Sustituyendo ahora esta expresion en la ultima identidad |legamos a los siguientes resultados:

[,/r2 - %DEZ +2.0,-1]1=2.(ra-1). fal (ra- 1);
/r 2 %DEZ =[2.(ra-1).Ta - (2ra-1).(ta= 1 (1 1);



Jr 2. %DE2 =[(2.ra- 2.r - 2ra+r). ra + (2ra-1 )0/ (s 1);
2 1 2
Jr - ZDE =[-r.ara+ (2ra-r)a]/ (ra-1);

VaDE? =12 [-1 ra + (21a-1)0]%/ (e 1)

YaDE? = [(r (fa- 1) - T Mo+ (20a-1)0) [ (tar D] (1 (Ta- 1) +1 Fa = (20a-1)0) [ (1 1)]
YaDE? = [2.(fa- 1 )./ (= D)]. [2.0a.(r - 1)/ (ra T)]

DE? = [16.ra.r (rta-1).(r - N1/ (r 1)

Esdecir,

DE = Mr.ra.(r -1r).(r,-r) cqd.

r.-r

Saludos de F. Damian Aranda Ballester os. Cordoba (Espafia)
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Problemas propuestos

Ningun problema se considerara definitivamente cerrado. Nuevos puntos de vista sobre problemas anteriores

siempre son bienvenidos.

Las soluciones deben enviarse por correo electrénico a la direccion revistaoim@oei.es, en ficheros de

formato tex, ps o doc, adjuntos al mensaje. Si hubiera figuras, se incluiran en formato gif.

Problema 41
(Propuesto por José Luis Diaz Barrero, Barcelona, Espafia).

Paratodon =1,

probar que

[a—

Problema 42
(Propuesto por José Luis Diaz Barrero, Barcelona, Espafia).
Para toda terna a, b, c de nimeros reales no nulos, demostrar que la ecuacion

abex? +2(ab + be+cayy +3a+b+¢) =0

tiene todas sus raices reales.

Problema 43
(Propuesto por Ariel Tapia Villegas, Caracas, Venezuela).
Se tiene un tridngulo de lados a, b, ¢, y un punto P cualquiera en su interior. Se trazan por P

paralelas a los lados del triangulo, que cortan a éste en los puntos Al, A2 (A1A2 es paralela a BC),

B1, B2 (B1B2 es paralela a CA) y C1, C2 (C1C2 es paralela a AB). Sean

xg =A1Az.xp = Bi1Bax. = C1Cs.

Demostrar que

Xa Xh Xe
F+?+ I =2

file://X:\campusoei\oim\revistaoim\TM P7yt3mnfye.htm
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Problema 44 )
(Propuesto por Juan Bosco Romero Marquez, Avila, Espafia)- enunciado

ligeramente modificado por el editor.
Sean b, ¢ nimeros reales positivos. Demostrar las desigualdades

b]'l'f'z _ - |b_f-'|
T

Db+t < b +4¢

Problema 45
(Propuesto por Juan Bosco Romero Marquez, Avila, Espafia)
Calcular la integral indefinida

J‘J | + tanxtan(x —a) d

| +tanxtang o

siendo 0 Sa=x= 5

| Namero 9|
| Principal Olimpiada |
Proaramacion OEIl | Principal OEI | Contactar

file://X:\campusoei\oim\revistaoi m\propuestos9.htm 05/10/2003
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. El supuesto anuncio de laboda de una hija de Nicol4s Bourbaki
Presentacion

Féginaldel

Nameros anteriores (Leido en la emisora de radio France Culture, en octubre de 1988, durante la emision titulada "Profil perdue

de Nicolas Bourbaki")
Contactar

El sefior Nicolas Bourbaki, Miembro Canénico de la Academia Real de Poldavia, Gran Maestre de la Orden

Suscripcion gratuita  de los Compactos, Conservador de los Uniformes, Lord Protector de los Filtros, y su esposa (de soltera
Biunivoca), tienen el honor de comunicarles el matrimonio de su hija Betti con el Sr. H éctor Pétard,
Consejero-Delegado de la Sociedad de las Estructuras Inducidas, Miembro Diplomado del Instituto de

Arquedlogos de Cuerpos de Clases, Secretario de la Obra del Sou du Lion.

El sefior Ersatz Pondiczery, Complejo de Recubrimiento de Primera Clase (en situacion de retiro), Presidente
de la Casa de Reeducacion de los Débilmente Convergentes, Caballero de las Cuatro U, Gran Operador del
Grupo Hiperbolico, Caballero de la Orden Total de la Media Aurea, L.U.B., C.C., H.L.C. y sefiora (de soltera
Compacta en si), tienen el honor de anunciarles el matrimonio de su pupilo Héctor Pétard, con la sefiorita

Betti Bourbaki, antigua alumna de las Bienordenadas de Besse.

El isomorfismo trivial les ser & dado por el P.Adico, de la Orden de los Diofanticos, en la Cohomologia

principal de la Variedad Universal, el dia 3 de Cartiembre, afio VI, a la hora habitual.

El 6érgano sera interpretado por el Sr. Médulo, Asistente Simplex de la Grassmaniana (lemas cantados por la
Escolania Cartanorum). El importe de la colecta ser a entregado integramente a la casa de Retiro de los

Abstractos Pobres. Esta garantizada la Convergencia.

Tras la congruencia, el Sr. Bourbaki y sefiora celebraran una recepcion en sus Dominios Fundamentales.

La recepcion estara amenizada por la Fanfarria del 7° Cuerpo de Fracciones.

Traje Candnico (Ideales con abotonadura a la izquierda). C.Q.D.
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B NRICH, de la Universidad de Cambridge
Presentacion

NGmeros anteriores http://www.nrich.maths.org.uk

Contactar Aungue siempre es aventurado hacer juicios de valor, probablemente
esta pagina de la Universidad de Cambridge sea una de las mejor

Suscripcion gratuita  estructuradas y con una mayor variedad de problemas, proyectos y
actividades. Deberia ser el modelo en que las facultades de Educacion
de nuestros paises deberian basarse para "colgar” en la red péaginas dedicadas a la ensefianza primaria y
secundaria, por lo que a las Mateméticas se refiere. Funciona desde 1997, en que fue fundada por Toni
Beardon, una Profesora de la Universidad con un gran inter és en mejorar la educacién matem ética de los
mas pequefios. A su alrededor se ha formado un magnifico grupo de matematicos e informaticos que, cada
mes, ponen a disposicion de los internautas una cantidad ingente de problemas, proyectos y lecciones.

Su seccidn de problemas comprende cinco niveles, segin la edad de los alumnos : |, Let me try (5-7 afios),
I, Penta problems (7-11 afios), lll, The month six (11-14 afios), IV,15+Challenge (14-16 afios) y V, Tough
Nuts (16-18 afios). Un icono verde en un enunciado significa que se dispone de, al menos, una solucién. Un
icono azul quiere decir que son posibles generalizaciones y extensiones. Conviene tener en cuenta que debe
pasarse a la version compatible con la impresora, para que no se corten los enunciados.

Cada mes se publican nuevos problemas y las soluciones de los de meses anteriores, casi siempre enviadas
por los alumnos, no solo de Inglaterra, si ho de todo el Mundo.

Entre los Proyectos que tiene NRICH esta el Euro Maths Project, en el que Profesores de tres paises (Reino
Unido, Dinamarca y Hungria) trabajan en sus escuelas el mismo conjunto de problemas de la p agina, para
comparar diferentes estrategias de resolucion de problemas.

La pagina es demasiado rica para que pueda ser condensada en un comentario...lo mejor es entrar en
ella...es realmente fascinante.

Valladolid, septiembre de 2003.
Francisco Bellot Rosado
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