XVIIl Olimpiada | ber oamericana de Matemética
Primer Dia
16 de septiembr e de 2003

1. a) Setienen dos sucesiones cada una de 2003 enteros consecutivos, y un tablero de 2
filasy 2003 columnas

Decidasi siempre es posible distribuir los nimeros de la primera sucesién en la primera
filay los de la segunda sucesion en la segunda fila, de tal manera que los resultados
obtenidos a sumar los dos nimeros de cada columna formen una nueva sucesion de
2003 nUmeros consecutivos.

b) ¢Y s sereemplaza 2003 por 20047

Tanto en a) como en b), si la respuesta es afirmativa, explique cdémo distribuiria los
nimeros, y S es negativa, justifique € porqué.

2. Sean Cy D dos puntos de la semicircunferencia de diametro AB tales que By C estan en
semiplanos distintos respecto de la recta AD. Denotemos M, N y P los puntos medios de
AC, DBy CD, respectivamente. Sean Op Y Og los circuncentros de los triangulos ACP y
BDP. Demuestre que las rectas OaOg y MN son paralelas.

3. Pablo estaba copiando el siguiente problema:
Considere todas |as sucesiones de 2004 nimeros reales Xy, X, ,X, -+, X003 »
tales que

% =1,
0f x £ 2x%,,
O£ x, £2x,

O £ X2003 £ 2X2002 '

Entre todas estas sucesiones, determine aquella para la cual la siguiente
expresion toma su mayor valor: S=---.

Cuando Pablo iba a copiar la expresion de Sle borraron la pizarra. Lo Unico que pudo
recordar es que Serade laforma

S=xx #X% EeE Xon02 T %003 5
donde el Ultimo término, X,,,;, tenia coeficiente +1, y los anteriores tenian coeficiente

+1 6 —1. Demuestre que Pablo, a pesar de no tener e enunciado completo, puede
determinar con certeza la solucién del problema.

Duracioén: 4¥horas
Cada problema vale siete puntos Versién en espafiol



XVIIl Olimpiada | ber oamericana de Matemética
Segundo Dia
17 de septiembr e de 2003

4. Sea M :{1,2,...,49} el conjunto de los primeros 49 enteros positivos. Determine el
maximo entero k tal que el conjunto M tiene un subconjunto de k elementos en € que no
hay 6 nimeros consecutivos. Para ese vaor maximo de k, hale la cantidad de
subconjuntos de M, de k elementos, gque tienen la propiedad mencionada.

5. En e cuadrado ABCD, sean P y Q puntos pertenecientes a los lados BC y CD
respectivamente, distintos de los extremos, tales que BP=CQ. Se consideran puntos
XeY, X1Y, pertenecientes alos segmentos APy AQ respectivamente. Demuestre
gue, cualesquierasean X e Y, existe un triangulo cuyos lados tienen las longitudes de los
segmentos BX, XYy DY.

6. Se definen las sucesiones (a,) , ., (b,) ,, Por:
B9=1, =4 vy
B =8 thy, b =™+a,  paan? 0.

Demuestre que 2003 no divide a ninguno de |os términos de estas sucesiones

Duracién: 4¥horas
Cada problema vale siete puntos Version en espariol



XVI1Il Olimpiada I bero-americana de M atematica
Primeiro Dia
16 de Setembro de 2003

1. a) Témse duas sucessdes, cada uma de 2003 inteiros consecutivos, e um tabuleiro de 2
linhas e 2003 colunas

Decida ® € sempre possivel distribuir os nimeros da primeira sucessdo na primeira
linha e os da segunda sucessdo na segunda linha, de modo que os resultados obtidos ao
somar os dois nimeros de cada coluna formem uma rova sucesséo de 2003 nimeros
CONSecutivos.

b) E se trocassemos 2003 por 2004?

Tanto em a) como em b), s a resposta for afirmativa, explique como distribuiria os
nuimeros, e se for negativa, justifique o porqué.

2. SgamC e D dois pontos da semicircunferéncia de diametro AB tais que B e C estédo em
semiplanos distintos em relacdo a recta AD. Denotemos por M, N e P os pontos médios
de AC, DB e CD, respectivamente. Sejam Oa e Og 0s circuncentros dos triangulos ACP
e BDP. Demonstre que as rectas OaOg e MN sdo paralelas.

3. Pablo copiava o seguinte problema:
Considere todas as sucessdes de 2004 NUMeEros reais (Xo, X, ,% .-+ %003 )
tais que
% =1,
0Ff x £ 2%,
Of x, £2X,

O £ X2003 £ 2)(2002 )
Entre todas estas sucessies, determine aquela para a qual a expressao
seguinte assume 0 seu maior valor: S=---.

Quando Pablo ia copiar a expressdo S, apagaram o quadro. SO conseguia lembrar-se de
gue Seradaforma

S:ixl X £ 2 X0 F Xoggs s
onde o Ultimo termo, X,..,, tinha coeficiente +1, e os anteriores tinham coeficiente +1

ou —1. Demonstre que Pablo, apesar de réo ter o enunciado completo, pode determinar
com certeza a solucéo do problema.

Duracéo: 4%oras
Cada problema vale sete pontos Verséo em portugués



XVI1Il Olimpiada I bero-americana de M atematica
Segundo Dia
17 de Setembro de 2003

4. Sga M ={1,2, . ,49} 0 conjunto dos primeiros 49 inteiros positivos. Determine 0 maior
inteiro k tal que o conjunto M tenha um subconjunto de k elementos em que réo haja6
nimeros consecutivos. Para esse vaor méximo de k, encontre a quantidade de
subconjuntos de M, de k elementos, que tenham a propriedade mencionada.

5. No quadrado ABCD, sgam P e Q pontos pertencentes aos lados BC e CD
respectivamente, distintos dos extremos, tais que BP=CQ. Consideram-se pontos X e Y,
X 1Y, pertencentes aos segmentos AP e AQ respectivamente. Denpnstre que,
guaisquer que sggam X e Y, existe um tridngulo cujos lados €m os comprimentos dos
segmentos BX, XY eDY.

6. Definem-se as sucessbes (a,) . ., (b,) ., Por:
a=1, by=4 e
B =8 thy, b =™+a,  paan? 0.

Denonstre que 2003 réo divide nenhum dos termos destas sucessies.

Duracéo: 4%oras
Cada problema vale sete pontos Verséo em portugués
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